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INTRODUCCION 


Las curvas obtenidas como secciones de un cono fueron estudladas desde la 
antigQedad : Apolonio escribid en el siglo II A.C. un tratado liamado "Secciones 
Cdnicas" y establetiO las propiedades mds importantes de estas curvas. Las 
estudiaremos en el capltulo I, haciendo tambidn el estudio de la ecuatidn general de 
segundo yado en dos variables. 

En el capltulo 2 haremos la presentation de las superficies de segundo grado en 
tres variables. 

En el capltulo 3 estudiaremos las transformationes afines y sus invariantes. y en 
el capltulo 4 el importante subgxipo de las isometrlas, efectuando su dasificatidn, tanto 
en el piano como en dimension tres. 

En el capltulo 5 introduciremos el piano, recta y espatio proyectivos y sus g-upos 
de transformationes. Despuds se efectuard la clasificatidn afin de las cuddicas y la 
clasificatidn proyectiva de cOnicas y cudcfcicas. 

Incluimos apdntice sobre la fundamentaciOn axiomdtica del piano afin y la 
reduction de pdinomios cuaddticos, 

El Apdndice cuatro trata de Transformationes del Plano, tema que tambidn estd 
incluldo en el Programa de Geometrla II. 


/ 



CAPITULO t 


CON/CAS 


Circunferencias y Parabolas 

Si el cenlro de una circunferencia es el punto (a,b) y su radio es r, todos los puntos 
del piano cuyas coordenadas x,y verifiquen la ecuacidn: 


(x-a) 2 + (y-b) a » r 2 


estan sobre la circunferencia y, reclprocamente, todo punto de la circunferencia tiene 
coordenadas (x,y) que verifican la ecuacidn anterior, ya que ella expresa que la distancia 
de los puntos (x,y) al punto (a,b) es el numero positivo r. 


La circunfererencia con centro en el origen tendra ecuacion x 2 + y 2 * r 2 . 


Si desarrollamos el primer termino de la ecuacidn de la circunferencia obtenemos 
la ecuacion de segundo grado, 

x 2 + y 2 +Ax + By + C = 0 
en la que A = - 2a, B = - 2b y C = a 2 + b 2 - r 2 . 

Entonces, una ecuacion general del tipo anterior representara a una 

A B o a 2 +B 2 a 2 + B 2 

circunferencia de centro (- j - j) si r = —^-C > 0, mientras que si —^— - C=0 

represents al unico punto (a,b). Verificarlo , completando los cuactados, 

A2 + g2 

Si fuese C - —^— > 0, completando los cuadrados en x 2 +y* + Ax + By + C = 0. 
A 2 B 2 A 2 +B 2 

se obtiene (x + y) + (y + j) ■ —^— - C < 0 y esta ecuacidn formal no es satisfecha 

por mngun par (x,y). En este caso, la ecuacion no represents ningun iugar 
geomOtrico. 
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Intersecciones de una circunferencia y una recta. 

Podemos suponer el centro de la circunferencia situado en el origen de un 
sistema coordenado Si la ecuacidn de la recta es ax+by+ c = 0. los posibles puntos de 
intersection tienen coordenadas que satisfacen a la ecuacidn del cfrculo y a la de la 
recta, o sea, serOn las soluciones del sistema de ecuaciones 

ax + by + c = 0 
x^y 2 -v 1 , 

ub la primera resulta y --g Reemplazando en la segunda: 


de donde 


Eliminando b: 


(a 2 ♦ b 2 ) ^2 . £acx , c 2 
b 2 *b 2 


= 0 


(a 2 + b 2 ) x 2 + 2acx + (c 2 - b 2 r 2 ) = 0 

El andlisis del discriminante de esta ecuacidn de 2* <yado nos dir a si existen dos 
soluciones reales, una o ninguna. 

El discriminante es: 


a 2 c 2 - (a 2 + b 2 ) (c 2 -b 2 !- 2 ) = b 2 ((a 2 + b 2 ) r 2 - c 2 } 


que es positivo, cero o negativo segun que sea r 2 < 


c 2 

a 2 + b 2 


/ 
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Como j~n os la distancia de la recta al origan de coordenadas. centro de la 
M a + b'' 

circunferencia, habra dos intersecciones, una o ninguna segun que el radio de la 
circunferencia sea mayor, igual o menor que la distancia del centro de la circunferencia a 
la recta dada. 



Fig. 1.1 

Esta propiedad, trivial desde el punto de vista intuitivo, no es fad de probar sin el 
auxilio de la geometrfa analltica. 

Naturalrnente, la propiedad vale si la circunferencia no esta centrada an el origen, 
Hicimos la discusidn en ese caso particular con el objeto de simplificar los caiculos. 

Recta tangerite a una circunferencia por un punto de la misma Si 

(x 0 ,y 0 ) es un punto de una circunferencia y (a,b) su centro, se obtiene la ecuacion de la 
tangerite por (x 0 ,y 0 ) temendo en cuenta que ella es perpendicular al radio. Por lo tanto, 

como la pendiente de la recta por el centro (a,b) y el punto (x 0 ,y 0 ) es la ecuacidn de 

X "3 

la tangente sera y-y 0 = - (x-x 0 ) que puede escribirse 


(b-y 0 ) (y-Yo) + (a-Xp) (x-xo) * 0. 
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Circunferencia determinada por tres puntos no alineados. 

Si los puntos tienen coordenadas (x^y,), (x 2 ,y 2 ), (x 3 ,y 3 ) y la circunferencia que 
pasa por ellos tiene ecuacidn x 2 +y^ + Ax + By + C — 0, las ecuaciones 

x? + yj + Ax, + By, + C - 0 
x^ + y 2 + Ax 2 + By 2 + C = 0 
X3 + y 3 + Ax 3 + By 3 + C ■ 0 

for man un sistema de 3 ecuaciones en las incdgnitas A,B y C. 

El determinante del sistema es 


xi yi 1 

x 2 y 2 1 

x 3 y 3 1 


* 0 


ya que los tres puntos no estan alineados Puede entonces resolverse para A,B y C 
d&ndonos la ecuaciOn de la circunferencia determinada por tres puntos 


Ejercicio.- Probar que la ecuacidn de la circunferencia determinada por tres 
puntos no alineados es 


J^+y 2 x y 1 

x? + y? x, y, 1 

x 2 +y 2 x 2 y 2 1 c 0 

x 3 + y 3 x 3 y 3 1 

Indicacidn - Resolver el sistema de ecuaciones para A,B y C por regia de 

Cramer 
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Rectas tangentes a una circunferencia por un punto exterior a la misma. 

Si (Xq.Xq) es el punto, todas las rectas por (x 0 ,x„), excepto la paralela al eje de las 
y tienen ecuacibn y - y 0 ■ m(x - x 0 ) 

Como la recta buscada corta a la circunferencia an un punto, poniendo 

y = y 0 + mx - mx 0 

y reemplazando en la ecuacibn de la circunferencia obtenemos una ecuacibn para x, de 
segundo grado; siendo la recta buscada una recta tangente, el valor para x debe ser 
unico y por lo tanto el discriminante de la ecuacibn serd nulo. La anulacibn del 
discriminante da una ecuacibn de segundo grado en m que tiene dos rafces; las 
pendientes de las dos rectas tangentes a la circunferencia por (x 0 , y 0 ). 

Ejemplo 1,- Si queremos las ecuaciones de las rectas tangentes a la 
circunferencia de ecuacibn 

x 2 ty 2 - 8x - 6y + 20 - 0 

por el punto (3,5), como la ecuacibn de la familia de rectas por (3,5) es 

y - 5 * m(x-3) 

sustituyendo el valor y ^ mx - 3m + 5 en la ecuacibn de la circunferencia se obtiene la 
ecuacibn en la variable x: 

0 = (m 2 +1) x 2 - (6m 2 -4m+8) x + (9m 2 - 12m + 15). 

La anulacion del discriminante db la ecuacibn en la variable m: 

4m 2 -4m + 1= 0. 

Esta ecuacibn tiene la ralz unica m = |, lo que indica que el punto (3,5) esta sobre 

la circunferencia, como puede verificarse reemplazando en la ecuacibn de la misma. 

De modo que la ecuacibn de la tangente por (3,5) es y-5 = |(x-3). 
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Si el punto es exterior a la circunferencia, la ecuacibn para m da dos valores 
Qiterentes, y si el punto es interior a la circunferencia no se obtienen ralces reales (las 
raices son imaginarias conjugadas). 

Ejemplo 2- Tracemos la tangente a la circunferencia de ecuacibn 
x 2 +y 2 +8x-6y =0 pa el punto (10,0). 

Ecuacibn de la tangente y = m(x-10). Reemplazarido en la ecuacibri de la 
circunferencia: 

x 2 +m 2 (x-10) 2 + 8x - 6m(x-10) = 
x 2 +m 2 (x 2 -20x+100) + 8x-6mx+60m = 0 


que es la ecuacibn de 2* g-ado en x: (1 +m 2 ) x 2 + (-20m 2 - 6m+8) x + 100 m 2 + 60m = 0. 

Para que, en el punto de tangencia, con valor dado de m, la ralz sea doWe, debe 
ser nulo el discriminate, o sea: 

(20m 2 + 6m-8) 2 - 4(1 +m 2 ) (100m 2 + 60m) = 0 

Desarrollando: 


400m 4 + 36m 2 + 64 + 240m 3 - 320m 2 - 96m 
- 400m 2 - 400m 4 - 240 m- 240m 3 = 0. 

La ecuacibn de 2 s grado en m: 

684m 2 + 336m - 64 = 0 

db las pendientes de las dos tangentes. Dividiendo los coeficientes pa 4 

171m 2 + 84m-16 = 0 


cuyas ralces son 

- 42 ±Vl 764+2736 
mi - 2 * 171 “ 


o sea 

- 42+V4500 
171 




m 2 


- 42-V4500 

171 
















9 


fS 


is 


n 


a 


que permiten escribir las ecuaciones de las dos tangentes. 


y» m^x-10) 


- 4 2+V4500 

'"171 


(x-10) 


y= 


m 2 (x-10) = 


- 42- V4500 

171 


(x-10) 


Hemos visto que, dados tres puntos no alineados, existe una unica circunferencia 
que pasa por ellos 

Podemos dar otras tres condiciones, como pasar por dos puntos y ser tangente a 
una recta dada o pasar por un punto y ser tangente a dos rectas dadas. En este caso la 
solucibn no siempre es unica. 


Ejercicio Encontrar la ecuacibn de la circunferencia (o circunferencias) que 
pasa por los puntos (0,2) y (1,0) y es tangente a la recta de ecuacibn 2y + x = 0. 


Indication La ecuacibn de la circunferencia es (x-a) 2 + (y-b) 2 * r 2 donde a.b y r 
son las incognitas Exprese la distancia del centre de la circunferencia a la recta dada, y 
las condiciones de pasar la circunferencia por los dos puntos dados, 

Resuelva para a,b y r. Hay dos soluciones Dibujarlas 

Un problems cblebre es el de Apolonio. hallar las circunferencias que sean 

tangentes a otras tres circunferencias dadas. 

La solucion completa de este problems estb desarrollada en la tesis de 

licenciatura realizada por Jose Ortega bajo la direccibn del Profesor Marco Paluszny en 
el Departamerito de Matembtica de la Facultad de Ciencias. U.C V. 

EcuaciOn de la pardbola 

Dados en un piano una recta 2 y un punto F no perteneciente a £, el lugar 

geometrico de los puntos del piano que equidistan de F y de £ es una curva llamada 

parbbola de foco F y directrix £ 
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v ^* 2 


La recta perpendicular a la directriz por el foco (eje y en nuestro caso) se llama eje 
de la parabola y bsta se denomina parabola de eje vertical. 

La ecuacibn de todas las parabolas de eje vertical, referidas a un sistema 
coordenado elegido como lo hemos hecho, es entonces: 

y = ax 2 , a > 0. 

Dada una tal ecuacibn, la distancia del foco al origen de coordenadas es decir, p, 
se obtiene de poner ^ - a. Es decir, las coordenadas del foco son (0, —-). 

La conocida parabola y = x 2 tiene foco en (0,|) y directriz de ecuacibn y = -|. 

La parabola es simetnca respecto de su eje, ya que si (x,y) verifica la ecuacibn 
y = ax 2 tambibn (-x,y) verifica esa ecuacibn, 


Intersecciones de la parabola con una recta. Recta tangente 

Sea y = ax 2 una parabola de eje vertical, y sea y = mx + d, la ecuacibn de una 
recta del piano no paralela al eje de las y. 

Estudiemos las intersecciones de esta recta con la parabola, igualando las 
ordenadas Resulta la ecuacibn ax 2 - mx - d - 0, cuyas soluciones vienen dadas por 


v m \[m 2 +4ad 
x U"2a ± 


2a 


Si hay dos soluciones, la recta es secante a la parabola, si d *0 siempre hay dos 
puntos de interseccibn. 


(oA) / 



Fig. 1.4 










Para que la recta sea tangente, debe ser m 2 = - 4ad. (0 sea d < 0). 

La abscisa del punto de interseccidn en este caso es x 0 = Es decir, la 

tangente en el punto ( x 0 , a xj) tiene pendiente m - 2a x 0 . 

La ecuacidn de la tangente es entonces 


y-ax 0 = 2ax 0 (x-x 0 ), 


que puede escribirse 



Propiedad de la recta tangente a una parabola. 

La recta tangente en el punto (x 0 ,y 0 ) corta al eje y en el punto (0,-y 0 ) de modo que 
el eje de las x biseca al segmento determinado por este punto y el punto de tangencia. 





Pig. 1.5 


En efecto, si ponemos x = 0 en la ecuacidn de la tangente, obtenemos 

• y = -axj =- y 0 

que es la ordenada del punto Q de intersection de la tangente con el eje de las y. 

Ejereicio ^ 1 Usando la propiedad anterior, dibujar algunas rectas tangentes a 
la parabola y = y x 2 Observar que la recta simetnca con respecto del eje y de cada 

recta tangente es tambien tangente a la parabola. 
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Ejercicio 2. Dada ia parabola y = x 2 , determinar las ecuaciones de las rectas 
tangentes a ella por el punto (3,-1). 

Solution El punto de intersection de la tangente con la parabola es (x.x 2 ) y la 
pendiente, como hemos visto, es igual am® 2ax, luego la abscisa x estara dada por la 
ecuaciOn. 


x 2 -y 0 = 2x(x-x 0 ) 


que resulta de reemplazar estos valores en y-y 0 = m.(x-x 0 ) que es la ecuacidn de la recta 
P 01 " (Xo,y 0 ). de pendiente m. TambiOn puede usarse el mismo procedimiento que usamos 
con la circunferencia. 

La ecuaciOn anterior tiene en general dos soluciones, aunque puede tener una o 
ninguna. 

Resolver el ejercicio con los dos datos dados. 

Traslaci6n del sistema coordenado 

Dado un sistema coordenado xOy si aplicamos a 0 y a cada punto de los ejes 
una traslacibn en un segmento dirigido (vector) de componentes (a,b) 



\ 


Fig. 1.6 

los ejes de coordenadas se transforman en dos rectas paralelas a ellos que pasan por el 


punto O’, trasladado de 0 Como O' es el punto de coordenadas (a,b), si consideramos el 
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sistema coordenado x' O' y' (ver figura arriba), las coordenadas de cualquier punto del 
piano en este nuevo sistema son x' = x-a, y' = y-b. 

llustremos los casos en que (a,b) pertenece al primer cuadrante, es decir, a>0, 
b>0 y al tercero, o sea a<0, b<0. En ambos casos, las formulas de transformation de 
coordenadas son 


x * x‘ + a 

y = y 1 + b o bien 


x 1 = X - a 

y' = y - b 


Las coordenadas del nuevo origen en los ejes "viejos" x,y son a y b ya que 
deben dar x' = 0, y‘ = 0. 




Fig. 1.7 

Ejemplo 1 La ecuacidn de una recta es 3x - 7y + 21 = 0. Si se traslada el 
origen de los ejes al punto (5,-3) y se refiere el piano a nuevos ejes paraleios a los 
anterior es ^cual es la ecuaciOn de la recta en las nuevas coordenadas? 
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La relacidn de las coordenadas nuevas con las viejas es 


x' - x - 5 

y' = y + 3 0 to® 0 


X = X’ + 5 

y - y' - 3 


Reemplazando las segundas ecuaciones de cambio en la ecuacidn de la recta 


resulta 


3(x'+5) - 7(y'-3) + 21 = 0 


o sea 

3x‘ - 7y' 57 = 0 


Ejemplo 2.- Mediante traslacidn de los ejes, simplificar la ecuacidn e identificar 
la curva. 

x 2 -4y-6x + 17 = 0 

Completando el cuadado: 

(x-3) 2 - 9-4y+ 17 = 0 
(x - 3) 3 = 4y - 8 = 4{y - 2). 


El cambio de coordenadas 
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x' » X - 3 
y' * y - 2 


que es una traslacidn en el vector (3,2) transforma la ecuacidn en 

y'“i(x ') 2 


que es la ecuacidn de una parabola con foco en (x'.y ) * (0,1) y eje vertical, con ramas 
hacia arriba. Las coordenadas "viejas" del foco son x = 0 + 3 = 3, y = 1 +2 = 3 



La ecuacibn de la directriz es 
y‘ * -1 en el nuevo sistema, y = 1 
en el antiguo. 

El origen de los nuevos ejes es el 
punto (3,2). 


Como aplicacibn demostraremos el 

Teorema. La ecuacidn Ax 2 * Bx . Cy * D - 0, A » 0, represent* si exists al 

menos un punto que la satisfaga. una parabola de eje vertical o hen un conjunto de dos 
rectas b una sola recta. 
























17 


Demostracidn. 

a) Si B * C = D = 0, Ax 2 =0 se satisface para todos los puntos (x,y) para los qua 
x * 0, o sea, es la ecuacidn del eje y 

b) Si B = C = 0, D * 0, Ax 2 * D no representa punto alguno si los signos de 
A y D son diferentes. Si ^ > 0, representa a las rectas x = \j ^, x = - \J^. 

c) Si A * 0 y C * 0, poniendo 

D 

Afx 2 + ^ x) + Cy + D = 0, 

Completando el cua<frado: 

B_. 2 _ B 2 


A ( x + 2A' a ' c y + 


4A 


que puede llevarse a la forma 


A B 
Poniendo a ■- ^, h = - ^ 


B 2 - 4AD A B , 
y ' 4AC "“C (X + 2A J • 
B 2 - 4AD 

y k = —— la traslacidn 

x'« x - h 
y’ = y-k 


la convierte en la ecuacidn 


y' = a (x') 2 

que es la ecuacidn de una parabola con vdrtice en (h,k) y ramas hacia arriba o hacia 
abajo segun el signo del coeficiente a. 

El eje es vertical en los dos casos. 

Parabola de ramas hacia abajo; es la parabola de ecuacion y*- ax 2 , a>0, 

Evidentemente, ella es la figura simdtrica de la parabola y = ax 2 respecto del eje x. 
Tiene foco en el punto (0, - Y 



-y=-p,p< o 



Fig. 1.10 
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Parabolas de eje horizontal: situando el toco en los puntos (j~ ,0) obien 

1 43 
(* 4 a >0) se obtienen las parabolas x = ay 2 o bien x = - ay 2 


Y 



r 



A 


■X 


•X 


Fig. 1.11 


Ejercicio. Hallar la ecuacibn del lugar geombtrico de un punto que se mueve de 
manera que siempre esta a igual distancia del punto (1-2) y de la recta de ecuacibn 3x - 
4y + 7 = 0 - iQub curva representa la ecuacibn que se obtiene?. 

Una propiedad de ia parabola 

Un rayo de luz que se refleja en un espejo curvo lo hace formando con la normal a 
la superficie iguales angulos de incidencia y reflexibn. 

Si se tiene un espejo de forma parbbolica, o sea con la forma del paraboloide de 
revolucibn obtenido girando una parabola alrededor de su eje, y se coloca una fuente 
luminosa en el foco de la parabola, mostraremos que los rayos reflejados son todos 
paralelos al eje de la parabola, 
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Lo demostraremos para una parabola de eje vertical, de ecuacidn y = ax 2 



Fig. 1.13 

Ya hemos probado que la pendiente de la recta tangente a la parabola en (x 0 ,y 0 ) 
es m = 2a x 0 . Llamaremos m-j a la pendiente de la normal, entonces 

mi = si; 

La pendiente de la recta que une al toco F(0,p) con (x 0 ,y 0 ) es 

m = Yq ~ P = y ° ~ 4a _ 4 a y 0 - 1 
2 x o x 0 4a Xg 


Entonces el angulo a, de incidencia del rayo luminoso esta dado por 

m 2 - 

1 + m, m 2 


tg «i 


Calculando resulta 


m 2 * m 1 


4ayp+ 1 
4a x 0 


1 + m 2 = 1 + 


(4a y 0 - 1)(-1) 


8a 


2 x 2 

x 0 


yaque a x 0 =y 0 . 


tqa, = 


8a lo (4a y 0 ♦ 1) 

(4a y 0 + 1) 4a x 0 



= 2a x 0 . 


Entonces 






















Queremos probar que esta tangente es igual a la del Angulo a 2 que forma la 

normal con el eje de las y, angulo que es igual al de la tangente con el eje de las x, y por 
lo tanto tiene tangente igual a 2a x 0 . 

Como estos Angulos son menores que ", tg c* 2 = tg a, = a 2 . 

De modo que a 2 es el Angulo de reflexion. Esto prueba que los rayos refleiados 
son paralelos al eje de las y, que es el eje de la parabola 
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Ejercicios 

1 - Escribir la ecuacibn de la circunferencia de radio 5 que tiene centro en el 
punto (-2,3) y encontrar; 

a) los puntos de intersection con los ejes de coordenadas 

b) los puntos de code con la recta de ecuacibn 3x+2y - 6 * 0. 

2) .- Por el metodo de completaciOn de cuadados, demostrar que la ecuacibn 

3x 2 + 3y 2 -6x + 12y-33 = 0 

representa a una circunferencia, determinando su centro y su radio. 

3) .- Encontrar la ecuacibn de la recta tangente a la circunferencia de ecuacibn 

(x-1) 2 + (y+4) 2 = 169 

por el punto (6,8) de la misma 

4) .- Encontrar las ecuaciones de las rectas tangentes a la circunferencia 

(x+1) 2 + (y-1) 2 = 4 

por el punto (4,4). 

5) .- Hallar las ecuaciones de las circunferencias, tales que : 

a) tiene centro (2,-1) y pasa por (3,4) 

b) tiene centro (-2,3) y es tangente a la recta de ecuacibn 3x + 4y + 2 * 0, 

c) es tangente a los ejes coordenados y tiene radio igual a 3 (4 soluciones) 

6) .- Obtener la ecuacibn de la parabola determinada por las condiciones 
siguientes : 

a) vert ice en el origen, directriz y = - 2. 

b) pasa por (2,3) y su vbrtice es (0,0). 

c) pasa por (- 2,3) y su eje es el eje x. 

d) foco (0,-4) y directriz y = 4. 

e) foco en (2,3), directriz x + y + 1 = 0. 

7) .- Verificar que la ecuacibn y 2 - 3x + 2y + 4 = 0 representa a una parabola y 


encontrar su vbrtice. foco y directriz 
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8).- Verificar que el punto (4,2) pertenece a la parabola anterior y obtener la 
ecuacibn de la recta tangente a la parabola en ese punto. 

9. - Obtener las ecuaciones de las rectas tangentes a la parabola de ecuacibn 
2x 2 - 4x - y + 1 = 0 por el punto (4,2). 

10. - Demostrar que la longitud del segmento que se obtiene al cortar a la parabola 
de eje vertical con la recta paralela al eje de las x por el foco, es igual al doble de la 
distancia del foco a la directriz. 

Otr as curvas de segundo grado 

Las circunferencias y las parabolas son ejemplos de curvas de segundo aado, 
es decir, que pueden definirse como el lugar de los puntos que satisfacen a una ecuacibn 
de segundo grado. Geombtricamente aparecen como secciones de superficies de 
segundo (jado. Ya en el siglo II A.C. , Apolonio, contemporaneo de Arqulmedes, escribib 
su famoso tratado titulado "Secciones cbnicas", y establecib las propiedades mbs 
importantes de estas curvas. 

Mostraremos como se obtienen la elipse y la hipbrbola como secciones y como 
aparecen las propiedades que permiten definir ambas como lugares geometricos de los 
puntos del piano que satisfacen a ciertas relaciones mbtricas. 

Secciones cbnicas.- 

Si desde un punto P, en el espacio, se proyectan los puntos de una curua C se 
obtienen superficies llamadas superficies cbnicas. 

En particular, si C es una circunferencia de centro 0 y P un punto de la recta 
perpendicular por 0 al piano de C, la superficie obtenida es el cono circular recto. La 
recta OP se llama eje del cono y las rectas que unen a P con puntos de C generatrices 
del cono. 
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Fig. 1.14 

Todos los pianos perpendiculares al eje del cono cortan a 6ste en circunferencias. Todas 
las generatrices forman igual Angulo con el eje. Este Angulo se llama apertura del cono. 

Si se corta a un cono con pianos se obtienen diferentes figuras. Asi, hay pianos por P que 
sdlo tienen a este punto en comun con el cono. (Dar una condicidn para que 6sto 
suceda). 

Otros pianos por P cortan al cono segun una o a lo sumo dos generatrices; 



Fig. 1.15 

Pero si el piano no pasa por P obtenemos curvas como las dibujadas: 


















Fig. 1.16 


Elipse 

E! cilindo, al ser cortado por un piano perpendicular al eje tiene en comun con 
este piano a una circunferencia, que es la curva intersection de arnbas superficies. 

Un piano paralelo al eje corta al cilindo segun dos rectas paralelas a dicho eje, una 
recta, generatriz del cilindro, o no tiene intersection con el mismo. 

Todo piano inclinado con respecto del eje pero no perpendicular al mismo corta al 
cilincfro en una curva cerrada, alargada, Si consideramos dos esferas de radio igual a! 
del cilindo y tangentes a 61 a lo largo de una circunferencia, esferas que no corten ai 
piano y situadas a ambos lados del mismo y las movemos hasta que arnbas toquen al 
piano, obtenemos dos puntos F! y F 2 que son los puntos de tangencia de cada esfera 
con el piano. (Ver figura) 



Fig. 1.17 
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Ahora bien : dada una circunferencia C y un punto P exterior a ella, la longitud 
de los segmentos de tangentes a C desde P, comprendidos entre P y los puntos de 
tangencia, es la misma, ya que si d es la distancia del centro de la circunferencia al punto 
P, se tiene PA 2 = PB 2 = d 2 -r 2 (Ver figura 18) 

Analogamente, dada una esfera S de centro 0 y radio r y un punto exterior P, si 
una recta por P es tangente a S en el punto A, ella es tangente al circulo maximo de S 
determinado por la intersection del piano OAP con la esfera. Por lo tanto PA 2 * d 2 - r 2 
y este numero no depende de A. 

Es decir, todos los segmentos de tangentes son de igual longitud. Elios son 

generatrices de un cono circular recto con base en un paralelo de S, section con un 
piano normal a OP. (Si r, es el radio del paralelo, es tambiOn PA 2 = r, + d, si d, es 

la distancia de P al centro del paralelo) 


P 



Fig. 1.18 


Volviendo al cilindro. (Fig, 17) 

Si B es un punto cualquiera de la curva intersection del piano y el cilindo, las 
rectas BP, y BF, son ambas tangentes a la esfera superior y por lo tanto los segmentos 
BP, yBF, son iguales: 


BP, = BF 




















AnOlogamente, BP 2 y BF 2 son tangentes a la esfera inferior, y por lo tanto 

BP 2 = BF 2 


Como BP, + BP 2 * P 1 P 2 de longitud igual a la distancia entre los eircuios 
intersecciones del cilindo y las esferas, entonces BF, + BF 2 = 2a, a constante positiva. 

cualquiera sea el punto B de la curva intersection. Una curva con esta propiedad se 

llama elipse. 

Definition •' Una elipse es el lugar geomOtrico de los puntos de un piano, tales 
que la suma de las distancias de ellos a dos puntos fijos F, y F 2 es una constante 2a 
mayor que la distancia entre F 1 y F 2 

Fi y F 2 se llaman focos de la elipse. 



Fig. 1.19 


La recta determinada por F, y F 2 se llama eje focal. Los puntos A, y A ? Sobre el 
eje focal, simOtricos respecto del punto medio 0 de F,F 2 se llaman vertices. 

Por definition, A, F, + A,F 2 = A 2 F, + AjF 2 =2a. 

La distancia focal se indica 2c, c < a, por hipOtesis Como 0 es el punto medio 
deF 1 F 2 .OF, = 0F 2 y la longitud de ambos segmentos es c. 

0 se llama centro de la elipse. 
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Fig. 1.20 


Si elegimos un sistema coordenado cuyo eje x coincide con el eje focal y el eje y 
con el eje normal (perpendicular al eje focal por 0) para todo punto (x,y) de la elipse, 
tenemos 

'■/(x+c^+y 2 + ■'/(x-c) 2 +y 2 = 2a 


Vjx+cf+y 2 = 2a - 'To^c^+y 2 . 

Elevando dos veces al cuadrado para eliminar los radicates y simplificando 
obtenemos 


(a 2 - c 2 ) x 2 + a 2 y 2 = a 2 (a 2 - c 2 ). 


Como a > c, si b es el numero positivo tal que b 2 = a 2 - c 2 o sea la rafz cuadrada 
positiva de a 2 - c 2 , obtenemos : 

b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 
Dividiendo-por a 2 b 2 , finalmente 













-—— 
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es la ecuacidn de la elipse de eje horizontal, en la que b < a . 

Como siempre es b < a, suele llamarse a b el semieje manor y a se llama semieje 
mayor de la elipse. 

Los puntos B(0,b) y B'(Orb) tambifcn se llaman vertices. Las coordenadas de los 
tocos son (c,0) y (-c,0). 

Los ejes coordenados son ejes de simetria de la elipse, puesto que si un punto 
(x,y) esta en la elipse, tambten (x,- y) y (- x,y) pertenecen a la elipse 

Como tambian (-x,-y) esta en la elipse, ella tiene tambten simetria central, es decir 
0 es centro de simetria. 

El centro de simetria de la elipse se llama centro de la elipse. 


c \/a 2 - b 2 

Larazdn - = —— = ese llama excentricidad de la elipse 

La excentricidad de la elipse es siempre merior que uno. 

Si los tocos de la elipse estan sobre e! eje de las y, siendo el punto medio o 
nuevamente el origen de coordenadas, si otra vez designamos a al semieje mayor y b al 
semieje menor, la ecuacidn de la elipse sera 



Ella es la elipse de eje vertical. (Observese que a 2 divide a y 2 en este caso). Es r 
decir, convenimos en designar siempre al eje mayor con la letra a 
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Ejercicio 1. Escribir la ecuacidn de la elipse cuyos datos se dan en la figura. 



Fig. 1.22 

c 

La excentncidad estd relacionada con la forma do la elipse En efecto, si ~ es 

poco menor que uno. o sea si c difiere poco de a, entonces b = V'a 2 - c 2 es pequeno 
y la elipse es alargada 

Si c es mucho menor que a, entonces b es cjande; 



Fig. 1.23 

Cuantos mas prdximos estdn los focos, tanto mas se aproxima la elipse a una 
circunferencia que puede considerarse como caso limite de elipses con focos cada vez 
m^s proximos. 

Ejercicio 2. Mediante traslacibn de ejes, reducir la ecuacidn x 2 +4^ + 4x 0 
a la forma candnica y representar la cdnica y ambos sistemas de ejes. 
















Resolution. Completando cuadados (x ♦ 2) 2 -4 + 4y* -o que es ia ecuacidn 
(x + 2) 2 My 2 -4. 

r x’ - x + 2 
La traslacidn i 

iy' = y 

d4 un nuevo sistema de ejes paralelos a los dados por el punto (-2,0). 

En estos ejes la curva tlene ecuacidn (x') 2 + 4<y') 2 = 4 que es la elipse 

(f) 2 *(y') ! -i 

de semiejes a • 2, b • 1. (Recordar que a es siemfxe el semieie mayor de la elipse). La 
semidistancia focal c = V4-1 = V3 

Como el eje mayor estt sobre el eje de las x los focos tambidn estdn sobre ese 
eje, en los puntos (- V3,0) y (V^O), en las nuevas coordenadas. 



Fig. 1.24 


Determinar las coordenadas de los focos en el sistema de ejes x,y. 

Ejercicios . 

(1) Encontrar la ecuacidn del lugar geomdtrico de ios puntos, tales que la suma 
de sus distancias a los puntos (-3,0) y (3,0), es igual a 10. 

Determinar las coordenadas de los vertices. 
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(2) Los extremos del eje mayor de una elipse son los puntos (-4,0) y (4,0) y sus 
focos son los puntos (-3,0) y (3,0). Encontrar la ecuacidn de ia elipse y dibujarla, 

(3) Las ecuaciones que se dan representan elipses. Hallar las coordenadas de 
los vertices, las de los focos y la excentricidad. 

Representar. 

a) 16 x 2 + 25 y 2 = 400 b) x 2 + 3 y 2 - 6. 

(4) Los extremos del eje mayor de una elipse, son los puntos (0,6) y (0,- 6) y sus 
focos son los puntos (0,4) y (0,- 4). Encontrar la ecuacidn de la elipse y representarla. 

(5) Los focos de una elipse son los puntos (2,0) y (- 2,0) y su excentricidad es 
igual a |, Hallar la ecuacidn de la elipse 

(6) . Una elipse tiene su centro en el origen y uno de sus vertices es (0, - 7). Si la 

f — 

elipse pasa pa el punto (V5 , y) encontrar su ecuacidn y calcular la excentricidad (2 
soluciones). 

(7) Mostrar que si dos elipses tienen igual excentricidad, las longitudes de los 
semiejes a y b, son propacionales. 

(8) Las ecuaciones siguientes representan elipses. Probarlo y hallar semiejes y 

focos. 

a) 4 x 2 + 9 y 2 - 8x - 32 = 0 

b) x 2 + 4y 2 -10 x - 40 y + 109 = 0. 

(9) Probar que si exist en puntos del piano que satisfacen a una ecuacidn del tipo 

A x 2 + B y 2 + Cx + Dy + E = 0, 

la ecuacidn representa a una elipse o a un sdlo punto, si los signos de A y de B son 
iguales. 

(10) Los vertices de una elipse son los puntos (1,1) y (7,1) y su excentricidad es 
I Determinar el centro, los focos y la ecuacidn de la elipse 

(11) Hallar la ecuacidn de un punto que se mueve de manera que su distaneia al 
eje de las y es el doble de su distaneia al punto (3,2). Identificar la curva. 
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(12) Determinar las ecuaciones de las tangentes trazadas por el punto (3, - 1) a la 
elipse de ecuacidn 2x 2 + 3y 2 + x- y- 5 = 0. 

Obtencidn de las cdnicas como secciones del cono 

Elipse.- Estudie la figura siguiente y deduzca qu6 clase de curva es la 
interseccidn del piano tangente a las dos esferas con el cono, teniendo en cuenta que la 
distancia entre los dos clrculos, medida sobre la generatriz, es constante. 
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En este caso, el piano secante corta a todas las generatrices del cono. 

Hipdrbola 

La figura siguiente ilustra el caso en qua el piano es paralelo a un piano 
determinado por dos generatrices del cono: 



Fig. 1.26 

Dibujemos las dos esferas tangentes al cono y al piano. Estas esferas suelen 
llamarse esferas de Dandelin. Sean Fj y F 2 los puntos de tangencia del piano con cada 
esfera, Sea B un punto de la curva. Entonces la recta BFj es tangente a la esfera 
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inferior y la generatriz por B tambten es tangente a esa esfera en el punto P 1 del cfrculo 
de tangencia de la esfera y el cono, por lo tanto BF 1 = BP 1 . 

Por igual razdn BF 2 = BP 2 por ser ambas rectas, tangentes a la segunda esfera 
por el punto B. 

De modo que para todo punto B de la curva interseccidn del cono con el piano se 

tiene 

/ 

|BF t -BF 2 1 = IBP, -BP 2 | = |P,P 2 1. 

La longitud de los segmentos P 1 P 2 situados sobre una generatriz no depende de 
Ssta, es un valor constante que llamaremos 2a. 

Hemos probado que la curva obtenida, llamada hip^rbola, tiene la propiedad 
siguiente; "el valor absoluto de la diferencia de las distancias de cualquier punto de la 
hip^rbola a los puntos fijos Fi y F 2 es constante”. 

Naturalmente, la distancia entre los puntos F 1 y F 2 debe ser mayor que 2a., por 
la propiedad de los lados de un trtengulo. 

0 sea que para las hiperbolas, siempre vale c > a. 


Y 



Fig. 1.27 


Poniendo | F,F 2 1 = 2c, c > a, tenemos, en un sistema de ejes como en la figura: 
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V(x+c) 2 + y 2 - Vm 2 + y 2 = 2a 6 bien 
v'(x+c) 2 + y 2 - 'j(yrcf + y 2 «-2a. 

De la primera resulta; 

V(x+c) 2 + y 2 *2a + V(x-c) 2 + y 2 
elevando al cuacfrado: 

(x + c) 2 + y 2 = 4a 2 + 4a V(x-c) 2 + y 2 + (x - c) 2 + y 2 

c 2 + x 2 + 2cx + y 2 = 4a 2 + 4a V(x-c) 2 + y 2 + x 2 - 2cx + c 2 + y 2 
de donde 

4cx - 4a 2 = 4a V(x-c) 2 + y 2 
simplificando y elevando al cuadrado: 

c 2 x 2 + a 4 - 2a 2 cx = a 2 (x 2 + c 2 - 2cx + y 2 ) 
que puede escribirse 

(c 2 - a 2 ) x 2 - a 2 y 2 = a 2 (c 2 - a 2 ). 

Recordemos que c>a, por lo queb = Vc 2 -a 2 es un numero positivo tal que a 2 
+ b 2 = c 2 . 
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La ecuacidn b 2 x 2 - a 2 y 2 = a 2 b 2 puede esaibirse 



Sipartimosde V(x+c) 2 + y 2 - V(x-c) 2 + y 2 =-2a. 
obtenemos la misma ecuacidn. Verificarlo 

Observemos que esta hiperbola, cuyo eje focal as horizontal, no tiene puntos 
sobre el eje vertical trazado por el punto medio 0 del segmento F 1 F 2 , puesto que 

X 2 v 2 .... 

- 1 + ^y>lzz>|x|^jaj para toda abscisa x de un punto de !a curve 

No hay puntos de la hiperbola en la franja del piano defimda por - a < x - a 
Como c* = a 2 + b 2 no vale, como en la elipse, que a sea mayor que b. Puede ser 
a>b, a = b 6 a < b Si a = b la hiperbola se dice equildtera 



Hiperbola de eje vertical. Si los focos estdn sobre el eje de las y, siendo 2c 
ia distancia focal y llamando siempre 2a a la constants de la hiperbola entonces la 
ecuacidn de la hiperbola sere 
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donde b 2 = c 2 - a 2 , como en la hipdrbola de eje horizontal. 

Sus tocos son (0,c) y (0,- c) y sus vertices (0,a) y (0,-a). No hay puntos de la 
hiperbola en la franja del piano definida por - a < y < a. 


Y 


X. * 

(0,C) ^ 

A, 

m 

_ . 0 




__ Aj 

(o,-a)_ 

F 

* 

(9,-c) 


Fig. 1.29 


Aslntotas de la hipfrbola. Se llaman aslntotas de una curva plana a las 

rectas que tienen la propiedad de acercarse cada vez m6$ a una rama de la misma. 
x 2 y 2 

La hiperbola ^ - gj * 1 tiene dos aslntotas que son rectas que pasan por el 
origen. Las ecuaciones de las asintotas son: y = - x , y = - -- x 

o 3 



Si consideramos la rama superior derecha de la hiperbola. que puede 


representarse por la funcidn : 
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y h - ^ Vx* - a 2 

donde hemos llamado y h a la ordenada para di'stinguirta de y a . ordenada da la 
aslntota y = - x. 

Entonces, para un mismo valor de x la diferencia de ordenadas entre la aslntota 
y la curva es: 

y a‘ y h= l x * £ Vx 2 - a 2 

si hacemos tender x a infinito por valores positivos. la expresiOn anterior es un Umite de 
la forma ® - ®, que podemos evaluar de la manera siguiente; 


lim 

x—* +» 



£ l lm *Li 

x->+® x + Vx 2 - a 2 


* ab lim 

X +«> 


X + 


& 


= 0 


ya que el denominador erece indefinidamente si x - + « 

Por lo tanto la diferencia de ordenadas y a - y h tiende a cero y la recta y = - x 

es aslntota de la parte superior de la rama derecha de la hipSrbola. 1 

Podemos hacer el mismo calculo para la pade inferior de esta rama, que tiene 
aslntota y = - - x y para la rama izquierda de la hipfrbola, pero podemos evitarnos 

este trabajo observance que tanto la hipfrbola como la figura formada por las dos 

aslntotas son simflricas respecto de ambos ejes de coordenadas, por lo que en los 
cuatro casos se cumple y a - y h -> 0, si x tiende a m*s o menos infinito. 

Las aslntotas de la hipsrbola pueden trazarse con faeilidad, si dibujamos el 
rectangulo de semilados a y b ; 
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Fig. 1.31 


Las diagonals de este rectdngulo son las asfntotas da la hipdrbola, Ellas 


pueden representarse por una sola ecuacidn de 2* gado ; t - h ■ 0, o la 

a b 


ecuacidn equivalente b 2 x 2 - a 2 y 2 = 0 

Los puntos A 1 , A 2 son vertices de la hiperbola. La recta B, B 2 se llama eje 
normal o imaginario, ya que la hipdrbola no tiene puntos sobre 61. 

Toda la hip6rbo!a estd contenida en los sectores angulares que contienen a los 

focos y F 2 - 

Tangentes a la elipse y la hip&rbola. Igual que hicimos con la 
crcunferencia y la parabola, podemos determinar la ecuacidn de la recta tangente a la 
curva por un punto de la misma d por un punto exterior resolviendo la ecuacidn para m 
oendiente) con la condicidn de que el punto de interseccidn sea unico. 

Ejemplo. Encontrar la recta tangente a la elipse de ecuacidn. 


2x 2 +3y2 =5 


oor el punto (1,-1) de la misma. 

La ecuacidn de la recta es y + 1 = m(x -1) d y = mx - (m + 1). Reemplazando en 
a ecuacidn de la elipse, que es negativa en la vecindad del punto (1,-1): 



Elevando al cuadrado: 
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m 2 x 2 - 2 m (1 + m) x + (1 + m ) 2 - - 5 ~ 1 y^- que d& la ecuacion para x; 
(3m 2 + 2) x 2 - ( 6 m (1 + m)) x + 3(1 + m ) 2 - 5 * 0 . 

Como la solucibn para x debe ser unica, el discrimlnante debe anularse 
36 m 2 (1 + m ) 2 - 4(3m 2 + 2) (3(1 + m ) 2 - 5) = 0 . 

Simplificando obtenemos la ecuacibn 9 m 2 - 12m + 4 = 0 

12 2 o 

con ralz unica igual a jg = 3 . La tangentees y + 1 = ^-(x- 1 ). 


Ejercicio Verificar que la tangente a una elipse de ecuacibn 

a 2 x 2 + b 2 y 2 => a 2 b 2 

en cualquier punto P(x 0 ,y 0 ) de la misma es 


a 2 x 0 x + b 2 y 0 y = a 2 b 2 


Ecuacidn de la tangente a la elipse b 2 x 2 + a 2 y 2 - a 2 b 2 per un punto 

(x 0 ,y 0 ) la misma. 

Basta encontrar la pendiente de ia recta tangente planteando y - y 0 = m(x-x 0 ) y 
reemplazando, la condicibn A = 0 nos da la ecuacibn para m 


(a 2 - xj) m 2 + 2x 0 y 0 m + (b 2 - y 2 0 ) =0 
cuya unica raiz es 



Multiplicand© numerador y denominador por b 2 ; 


m = - 


b 2 x 0 y 0 
b 2 (a 2 - xj) 
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Como b 2 a 2 = b 2 xjj + a 2 


Yo. Reemplazando 


m = 


b 2 


x 0 


a 4 y 0 


Reemplazando en y - y 0 = m(x - x 0 ) obtenemos a 2 x 0 x + b 2 y 0 y = a 2 b 2 
Este resultado se obtiene mucho mAs rApidamente por derivacidn impllcita. (Ver 
Apendice). 

Escribiendo las ecuaciones de las rectas que unen a P con F 1 y F 2 puede 

demostrarse que la normal a la elipse en un punto P de la misma biseca el 
Angulo F, P F 2 



Fig, 1 32 


Entonces, en la elipse, un rayo de luz que parte de un toco se refleja pasando por 
el otro foco. 

Iguaimente la normal a la hiperbola biseca el Angulo F 2 P G : 
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Fig. 1.33 

Esta propiedad focal de la hip6rbola es la base de los espejos hiperbolicos. 

Los rayos de luz de una fuente situada en F 2 se reflejan segun una semirecta cuya 
prolongacidn pasa por F r 

Los res tipos de cCnicas pueden definirse por una misma propiedad geomStrica, 
relacionada con la excenfricidad. En efecto, vale el ; 

Teorema. Toda cOnica no degenerada es el lugar geom$trico de los puntos 
tales gue la relacidn de distancias a un punto fijo y a una recta fija es una constante 
positiva. 

Si la relacidn de distancias es menor que uno, es una elipse, una parabola si es 
igual a uno y una hipfrbola si es mayor que uno. 

La relacidn de distancias es la excenfricidad. 

DEMOSTRACION 

Tomando a 2 como eje de las y y a F sobre una perpendicular a 2 que se toma 
como eje x, a distancia d de 2, tenemos, si llamamos e a la relacidn de distancias: 
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Y 



Fig. 1.34 


|PF[ 

jpj_| j = 6 0 S63 


Vm) 


2 + y 2 

i ~ = e, 


de aqul resulta; 

(1-e 2 )x 2 -2dx +Y 2 +cP =0. 


(Observese que no hemos demostrado aun que e sea la excentricidad) 

Si e = 1, la curve es una parabola, como ya hemos visto (parabola horizontal) en 
la que d = 2p. 

Si e * 1, sere una elipse o una hiperbola segun que los signos de los 

coeficientes de x 2 e y 2 sean iguales o diferentes. 0 sea, una elipse cuando e < 1, una 

hiperbola cuando e ^ 1. 

# 

Un simple ceiculo muestra que este valor e, relacidn de distancias a F y £, 
coincide con - en el caso de la elipse y la hiperbola. 

En efecto, dividiendo por 1 - e 2 . 



2d 

1-e 2 



y 2 



que por completacidn de cuadados se lleva a la forma 
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d 2 e 2 


(1- e 2 ) 2 


-1 


Enelcaso e<itenemos a= — v h- 

1 ' e VTa 2 


luego 


, _ d 2 e 2 d 2 e 2 d 2 e 4 c 2 
' (1- e 2 ) 2 ' i- e 2 = (1- e 2 ) 2 y a 2 * e ’ 


Analogamente. an el caso a > 1 so tiene a 2 -1 > 0, hay que ascribir la acuacibn 
en la forma 

d 


( X T >> 2 


d 2 e 2 


y 2 

2 q 2 


• 1 


(1- e 2 ) 2 


d 2 e 


da donda a 2 - y b 2 


d 2 e 2 . 
e 2 _ ,j' , siendo cr 


a 2 + b 2 , Se llega al mismo 


resultado. 
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Complement 

Ilustramos geom6tricamente el caso de la parabola. 


Fig. 1.35 
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Si se corta un cono segun un piano que no pasa por el vOrtice y que es paralelo a 

una sola generatriz del cono, el piano corta al cono segun la curva C. Demostraremos 
que vale la propiedad siguiente; "todo punto p c C equidista del punto F en que e! piano 

es tangente a la esfera, y de la recta d. intersecciOn de dicho piano con el piano n 
normal al eje del cono" (piano cuya interseccidn con el cono y la esfera es el clrculo 
formado por los puntos de contacto de la esfera y el cono). 

Si H es el pia de la perpendicular trazada por p a la recta d, fenemos que el 
Angulo de PH con el eje e del cono es ot. 

La recta HA es perpendicular al eje del cono, Tambien KA es perpendicular a 

dicho eje. Trazando por P la perpendicular BP al eje if, el segmento AB es proyeccidn 

normal de los segment os PH y PK. 

Como ambos forman igual Angulo a con e! eje del cono, tenemos: 

AB = PK cos a 
AB = PH cos a 

luego PK = PH. Pero los segmentos de tangentes a la esfera desde P son todos iguales, 
luego PK = PF. Entonces PF = PH, como queriamos demostrar. 

La curva C cuyos puntos equidistan de F y de d es por lo tanto una parabola, 
segun nuestra definition anterior y e = 1. 

Los casos de la elipse (e < 1) y la hip6rbola (e > 1) pueden verse en Lehmann - 
Geometria Analltica pagina 233. 

Ejercicios. 

(1) En cada uno de los casos siguientes, encontrar las coordenadas de los 
vertices y los focos y las longitudes de! eje principal y del eje conjugado, 
a) 4 x 2 - 9 y 2 = 36 b) 4 x 2 - y 2 ■ 4, 
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(2) Los vertices de una hiperbola son los puntos (- 2,0) y (2,0) y sus locos son los 
puntos (- 3,0) y (3,0). Encontrar la ecuaciOn de la hiperbola y de sus aslntotas. 
Representar. 

(3) Si los vertices de una hiperbola son los puntos (0,4) y (0, - 4) y su 
excentricidad es igual a encontrar las coordenadas de los focos, la ecuacidn de la 

hiperbola y representar luego de dibujar sus aslntotas. 

(4) Si una hiperbola tiene centro en el origen y eje horizontal, hallar su ecuacidn si 
dla pasa por los puntos (3, - 2) y (7,6). 

(5) Si dos hiperbolas con centro en el origen y eje horizontal tienen igual 
excentricidad, probar que tienen las mismas aslntotas. 

- (6) Probar que si las aslntotas de una hiperbola, son perpendiculars, la 
hiperbola es equilatera y su excentricidad es V2. 

(7) En los casos que siguen, determinar las coordenadas del centro, vertices y 
; xos de las hiperbolas, cuyas ecuaciones se dan . 

a) x 2 - 9 y 2 - 4x + 36y - 41 = 0 

b) 9 x 2 - 4 y 2 + 54x + 16y + 29 = 0 

c) 9 y 2 - 4 x 2 = 36. 

Representar - 

(9) Encontrar e identificar la ecuacidn del lugar de un punto que se mueve de 
rnodo que su distancia al punto (6,0) es el doble que su distancia al eje y. 

Ecuaciones para metric as de las cdnicas 

En geometrfa I vimos que una recta en el piano admite la representation 
parametrica. 

x ■ a t t + b, 
y * a 2 t + b 2 


te R. 





48 


Una curva como la parabola de ecuacion cartesiana y = ax 2 puede tambten 
representarse en forma parametrica, si ponemos x = t : 

x - t 

y = at 2 16 ^ 

En el caso de la recta y de la parabola, la variable t toma todos los valores reales. 
Podemos obtener un arco de parabola limit&ndonos a un intervalo, as! si -1< t<2 
obtenemos un arco, que es la imagen del intervalo (-1,2): ^ 



Fig. 1.36 


Una curva cerrada, como la circunferencia, puede representarse como imagen de 
un intervalo cerrado, en la que los extremos del intervalo se aplican en un mismo punto. 
Asi: 


x = r. cos t 
y = r. sen t 


0 s t s 2n. 



Fig. 1.37 

La circunferencia es !a imagen del intervalo [0,2 ji], El punto 
(1,0) = (x(0), y(0))= (x(2n), y(2n)). 
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Para obtener la representation paramOtrica de la elipse de ecuacibn 4 + 4=1 

a 2 b 2 

dibujamos los clrculos de radios a y b (a > b) y efectuamos la construction que 
muestra la figura: 



Fig. 1.38 

Llamando t al angulo que se obtiene uniendo el origen 0 con el punto P 
obtenido trazando por A la recta perpendicular al eje x y por B la paralela a dicho eje, 
obtenemos para las coordenadas del punto P: 

x - a cos t 
y = b sen t 

Si hacemos recorrer al punto A la circunferencia de radio a, el Ongulo t varla de 
0 a 2n y el punto P describe una elipse, ya que: 

x 2 = a 2 cos 2 1, y 2 = b 2 sen 2 1 =* 4 +4 =1 

a 4 fcr 
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Como el punto P recorre toda la elipse podemos deer que las ecuaciones 
param6tricas de la elipse de semiejes a y b y eje horizontal son; 

x = a cos t 


y = b sen t 


0 s t * In 


Hipdrbola . Recordando la identidad fundamental para las funciones 
hiperbdlicas: 

cosh 2 1- senh 2 t -1 

Vemos que si ponemos; 

x = a cosh t 
y = b senh t ‘ G “ 

eliminando el par^melro t mediante la identidad anterior, se obtiene la ecuacidn 



que es la ecuacidn de una hiperbola de eje horizontal, 

Pero hay una diferencia fundamental con el cfrculo o la elipse; la representation 
paramOtrica, s6lo representa a la rama derecha de la hiperbola , puesto que, siendo 
cosh til, resulta x * a: 







Fig. 1.40 
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(Como - oo < s h t < + », obtenemos toda la rama derecha). 
Paia representar la rama izquierda, tomamos las ecuaciones: 

x - -a cosh t 
y = b senh t t e R. 


Verifique que los puntos as! representados pertenecen a la rama izquierda. 
Ejercicio 


a) Verifique que la rama izquierda de la hipSrbola tambten admite la' 
parametrizacion. 

x = - a cosh t 

teR 

y = - b senh t 

b) Cuando t varfa de - «> a + « ^Cdmo es recorrida la rama izquierda de la 
hip^rbola segun se tome una u otra parametrizacidn? 


w 
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La Ecuacidn General de 2* Grado. 

La ecuacidn mds general de 2* grado es: 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0. 

Hemos visto que si B=0 la ecuacidn anterior representa una cdnica (elipse, parabola o 
hipdrbola) o bien una o dos rectas del piano, que se interpretan como cdnicas 
degeneradas. 

Veremos ahora que si B * 0, efectuando una rotacidn del sistema de ejes la ecuacion’se 
lleva a la forma 

x 2 + + D^x + E^y + F 1 = 0 

Es decir, se elimina el tdrmino en xy y por lo tanto la ecuacidn representa una 

cdnica. 

Rotacidn de Ejes. Si un sistema coordenado x 0 y se gira en sentido positive 
en un dngulo 0 obteniendo un sistema x' 0 y\ las nuevas coordenadas, respecto de los 
ejes x', y' se encuentran observando la figura 35 en la que si unimos 0 con p, llamando 
r a la distancia OP y <|> al Angulo A' 0 P, entonces x = OA = OP, cos(0+(|)) = r cos(O+0) * r 
(cos d cos 0 - sen <j) sen 0). Andlogamente y *= PA = OP. sen(0+d) = r (cos d sen 0+ sen d 
cos 0). 





Fig. 1.41 
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Como r cos <(> = x' y r sen 0 = y‘, resulta 

x * x' cos 9 - y' sen 9 
y = x' sen 9 + y' cos 9. 

Estas son las formulas que expresan las coordenadas antiguas en funciOn de las 
nuevas coordenadas. 

Resolviendo para x’, y' obtenemos las nuevas coordenadas en funciOn de x . y: 

x' = x cos 9 + y sen 9 
y‘ = - x sen 9 + y cos 9. 

Ellas equivalen a una rotation de los ejes x’, y' en el Angulo - 9. 

Ejemplo 1 .- Encontrar las coordenadas, en los nuevos ejes, de los puntos (0,0) 
y (3,-1), y la ecuaciOn de la recta 2x - y + 3 = 0 si se efectua una rotation de ejes en 60°. 

ResoluciOn. - Las nuevas coordenadas y las viejas estOn relacionadas por las 
formulas 


, 1 V3 

x - 2 x + T y 

y - - f X * l y 


1 , V3 , 

x = 2 x ■ y y 

V3 . 1 , 

y = yx + y y 


por lo tanto las nuevas coordenadas de (0,0) son (0,0) y las de (3,-1) estan dadas por 

\ 
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. 1 , V3,,, 3~V3 

X “2^ + 2 ( ^ ~ 2 




/ 3 - V3 3V3+1 \ 

El punto (3,-1) pasa a ser ^ —jj— , - —j?— / 


Reemplazando x e y por sus expresiones en funcidn de x'. y en la ecuaci6n'de la 
recta 2x - y + 3 = 0. obtenemos la ecuacidn de la recta en los ejes rotados. 


0 /1 , V3A /V3, I.V. 

^ \2 x ' 2 y / " V 2 x 2 y /' 


x'-n/3 y- ^ X*-| y +3 = (i- Y )x'-(V3 + |)y +3 = 0, ^ 

o bien, multiplicando por 2: 

(2 -V3)x'-(2V3 + 1) y +6 = 0 

Ejemplo 2. 

Si la hipSrbola equilatera x 2 - y 2 = 1 se refiere a sus asintotas, lo que puede 
hacerse girando los ejes coordenados en - 45* y dibujando luego el eje X en la posicidn 
horizontal habitual, tenemos la posicidn final que indican los dibujos (hip^rbola referida a 
sus asintotas). 






Fig. 1.42 
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La ecuacidn referida a los nuevos ejes se obtiene aplicando las formulas de 
rotaciOn de ejes: 

x = X cos(- 45*)-Ysen(- 45*) 
y » X sen(-45®) + Y cos(- 45*) 

V 2 V? 

como cos(- 45*) = cos(+ 45*) = -y y sen(- 45®) = - sen(45*) * - -y results 

V2 V2 

(X + Y) y= 2 <- x + Y ) 

Reemplazando en la ecuacibn: 

1 = |(X + Y) 2 - ^(Y-X ) 2 = |(4XY) = 2 XY 

es decir 2 XY * 1 0 bien Y* ^ • 


x 2 v 2 

Ejemplo 3: Encontrar la ecuacidn del tipo -5 - h- 

a b 

horizontal) que corresponde por rotacidn de ejes, a la hipbrbola x.y 

r 



* 1 (hipdrbola de eje 
= 1 , osea y = J . 


^Cubnto valen los semiejes a y b? iCu£l es la distancia focal? ^Cuales son las 
coordenadas de los vertices y focos de la hiperbola en los ejes antiguos? 
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Estudio de la ecuacidn general de 2* grade 

Apliquemos una rotation de ejes y veamos como se transforma la ecuacidn 
general de 2* yado: 


Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 


Sera A(x' cos 9 - y‘ sen 9) 2 + B(x' cos 0 - y' sen 0) (x' sen 0 + y' cos 0) + 

C(x‘ sen 0 + y‘ cos 0) 2 + D(x’ cos 0 - / sen 0) + E(x’ senO +y'cos0 ) + F-O 
Esta es una expresidn de la forma 


AV) 2 + B 1 x'y’ + C 1 y' 2 + D 1 x’ + E 1 y’ + F 1 = 0 


donde 


A 1 = A cos 2 0 + B sen 0 cos 0 + C sen 2 0 

B 1 - - 2A sen 0 cos 0 + Bfcos 2 0 - sen 2 0) + 2C sen 0 cos 0 


C 1 = A sen 2 0 - B sen 0 cos 0 + C cos 2 0 
D 1 =D cosO + E sen0 
E 1 * - D sen 0 + E cos0 
F 1 = F. 

Queremos eliminar el tarmino en x'y' por lo que debemos anular B 1 Es decir 
(C*A) sen 2 0 + B cos 2 0= B 1 = 0, que se cumple cuando 



si A* C. Basta considerar 0 < | 0 | < 90°, ya que buscamos que algun eje de la conica 
sea horizontal. Tomaremos en general O<0 <90°. pues asi se simplifican las formulas, 
aunque a veces es necesario tomar 0<O, como vimos a! referir la hip^rboia a sus 


aslntotas. 


Si A = C la ecuacidn anterior nos da 


cos 20 = 0 


que se satisface cuando 0 = 45° (6 - 45°), 
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Si A * C una rotacidn en 


1 B 

e = 2 arc ^ (a-C ) ' ' 90 * < 0 < 90* 
nos da el resultado deseado. 

Es facil comprobar que B 2 - 4A C = (B 1 ) 2 - 4A 1 C 1 , es dedr, el numero B 2 - 4AC es 
invariante por rotaciones y trasladones. (Ver Apdndice). 

Cuando B 1 = 0, B 2 - 4AC = - 4A 1 C 1 . Como puede lograrse por rotadon que sea 
B! = 0, podemos afirmar que. 

Si B 2 - 4AC < 0. A 1 y C 1 tienen igual signo y la cdnica es del tipo elipse. 

Si B 2 - 4AC = 0, A 1 d C 1 se anulan y la cdnica es del tipo parabola 

Si B 2 - 4AC > 0, A 1 y C 1 tienen signo diferente y la cdnica es del tipo hipdrbola. 


Ejemplo. Encontrar la forma candnica de la ecuacidn de la cdnica representada 
por la ecuacidn. 

3x 2 - 2xy + 3^ - 2x -10 y + 9 = 0. 

Como A = 3, B*-2yC = 3, alserA*C, debemos efectuar una rotacidn en 45°. 

r~ 

Como sen 45° = cos 45° = y serd 


A i 3 2 3 4 0 
A “ 2 " 2 + 2 = 2 = 2 


B 1 =0 
rl - 1 


2 + 2 + 2 


3 8 


= 4. 


Dl = ' 2 T + ( - 10) y = - 6 Vi 


E 1 = 2 y 


10y = - 4V2 


F 1 = 9 
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La ecuacidn referida a los ejes rotados es entonces: 

2(x') 2 + 4(yf - 6 V 2 x' - 4V2 y' + 9 = 0. 

Para llegar a la forma candnica debemos trasladar los ejes. Completando los 
cuacfrados: 

2(x’-§ V2) 2 + 4(y'-y) 2 + 9-y -2 = 0 
que con la traslacidn 


se transforma en 


X = x' -| V2 


Y-/-y 


2 X 2 + 4Y 2 = 2 


n 


<2 


que es una elipse de semiejes a = 1, b = 



Para hallar las ecuaciones de las rectas que son ejes de esta elipse, escribimos 

sus ecuaciones en los nuevos ejes y las transformamos. Siendo en los nuevos ejes X = 0 , 

3 

Y = 0 las coordenadas del centro, de (*) obtenemos x' = 2 ^ = 2 ’ 

Como x = y x‘ - y y\ y = y x* + y y‘ son las ecuaciones de la rotacidn 
en 450 y x - = x + ^ y, y* = - & x + y y sus inversas, las ecuaciones de las 

-rectas que son ejes de la elipse, en las viejas coordenadas son. x + y = 3, y-x = 1. 
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No siempre es conveniente trabajar con el dngulo doble 20. 

En efecto, si 20 no es un Angulo simple, es m&s conveniente calcular tg 0, en 

Dase a la cual encontramos sen 0 y cos 0 por las formulas: 

cos 0 = - p 1 - ■ sen 0 = -- 3^=— 

V1 +tg 2 0 yi+tg 2 0 

Jl Tl 

- alidas cuando 0 es un Angulo entre - j y y. 

Ejemplo . Llevar la ecuacidn 

17x 2 + 12xy + 8y 2 -20 = 0 

a su forma candnica. 

Como no hay tdrminos de primer grado, aplicamos directamente una rotacidn 
ooniendo: 

x = x' cos 0 - y' sen 0 
y = x' sen 0 + y' cos 0 
y sustituyendo en la ecuacion, el coeficiente de x* y' es: 

6 sen 2 0 + 9 sen 0 cos 0 - 6 cos 2 0=0. 

Dividiendo por cos 2 ©: 

6 tg 2 0 + 9tg0-6 = O 

: ene soluciones tg 0 = | <5 tg 0 = - 2. Como tg 0 = | corresponde a un angulo aguck 
elegimos esta solucidn, lo que da valores 


cos 0 = 

V 1+tg 2 0 


sen 0 = 


tg e = j_ 
Vi + tg 2 0 ^ 
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Caiculando los coeficientes A', C\ D', E', P (Pag 48) la curva, en los ejes rotados 
tiene ecuacidn 



20(x') 2 + 5(y') : 

que es la ecuacion de la elipse 

(x') 2 +(^) 2 

deeje coincidente con el eje 

y*. 



Fig. 1.45 
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Ejercicios: 

1) Escribir las formulas de la rotacidn de ejes en 30* y encontrar la ecuacidn de la 
' serbola 4x 2 -y 2 -16 = 0 en el nuevo sistema de ejes. 

Hallar la ecuacidn de las asfntotas en ambos sistemas. 

2) Mostrar que la transformacidn inversa de la rotacidn de ejes en el Angulo 0; 

x - x' cos 0 - y‘ sen 0 
y = x' sen 0 + y' cos 0 

es la transformation 

x' =■ x cos 0 + y sen 0 
y' = - x sen 8 + y cos 0 
^ie expresa una rotacidn en e! Angulo - 8. 

3) Aplicando el ejercicio anterior, encontrar la ecuacidn de la curva que toma la 

; orma 

4(x') 2 - 9(y') 2 = 36 

:espues de una rotation en 45*. 

4) Rotando los ejes en el eingulo indicado, transformar la ecuaciOn dada: 

a) 2x + 5y - 3 = 0 , 0 =arctg2.5 

b) v 3 y 2 + 3xy -1 = 0, 8 = 60* 

c) 11 x 2 + 24 xy + 4y 2 - 20 == 0, 0 = arctg 0.75. 

5) Pot rotation de los ejes coordenados, transformar la ecuacidn 2x - y - 2 = 0 en 
stra ecuaciOn en la que falte el tOrmino en x’. 

6 ) 

a) Mediante el discriminante, identificar el tipo de cOnica, en los casos siguientes: 

1) 4X 2 + 4xy + y 2 + V5 x = 1 

2) 5 x 2 + 4xy + 2y2 = 2 

3) 2X 2 - 5xy + 2 y 2 = 0 
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b) Eliminar el tbrmino en x' y' por rotacidn de los ejes coordenados. 

7) Usando rotaciones y traslaciones, llevar las ecuaciones siguientes a su forma 
canbnica. Dibujar todos los sistemas coordenados y la curva que resuita: 

a) x 2 -10xy+ y 2 -10x +2y + 13 = 0 

b) 2X 2 + 2xy + 2 y 2 - 2x -10 y + 11 = o 

c) 4X 2 + 4xy + y 2 + V5 x = 1. 
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APENDICES 


Tangente a la Elipse por un punto de la misma. 


La ecuacion de la elipse ^ 


*.4.i 


b j 


define dos funciones 


y = fi(x) = — vaV, y= f 2 (x) =- - x/a 2 -^ 


cuyas graficas representan a las porciones de la elipse correspondientes a los 
semipianos determinados por el eje x. Podemos considerar entonces que la ecuacion 

a 2 b 2 ' 1 

define impllcitamente una funcion y * f(x) en e! entorno de cada punto (x 0> y 0 ) de la 
elipse, con excepcidn de (-a.O) y (a.O). {En estos puntos debe considerarse x como 
funcidn de y). 

x 2 y 2 

Si derivamos la relacidn -z + rr = 1, considerando y como funcidn de x, la 

a b* 

formula para derivar la funcion compuesta y 2 =f 2 (x) es = 2y.y' donde y‘= f'(x) = m 
es la pendiente de la recta tangente en el punto. Por lo tanto: 


b 2 


*o 


nos d& y’ - f(x 0 ) - m «- ~ 2 H* como valor de la pendiente en (x 0 ,y 0 ) 

3 y o 

La ecuacidn de la recta tangente es 


b^ x 0 

y ' y “ = ? 7o (x ‘ x ° l 


a Yn 

Y la ecuacion de la recta normal en (x 0 ,y 0 ) ser& y - y 0 = rj :r (x - x 0 ) 

b 

Hemos usado el m£todo de derivacion impllcita debido a que el metodo de 
determmacion de m por anulacion del discriminante es largo y complicado. 

Es un buen ejemplo de como el calculo diferencial ayuda a simplificar problemas 


geometricos 
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Propiedades Opticas de la Elipse y la HipSrbola. 

Si una superficie reflectante es el interior de una elipse y colocamos en uno de los 
focos una fuente luminosa, el rayo de luz se refleja pasando pa el otro toco. 

Para probar asto basta demostrar que los Angulos que faman las rectas que unen a un 
punto (x 0 ,y 0 ) de la elipse con los focos faman angulos iguales con la namal n en (x 0 ,y 0 ). 
La recta namal es la perpendicular a la tangente en el punto. 

Haremos una demostracion puramente geometrica, pu6s la demostracidn 
analftica, semejante a la hecha para la parabola, es mucho mas labaiosa : 

Sea P un punto de la elipse 



Profongamos la recta F 1 P y tomamos PF 2 congruente con PF 2 . Entonces 
F, P + PF 2 = F, P + PF 2 = 2a. 

Tracemos la recta t, mediatriz del segmento F 2 F 2 . Sea Q un punto de t diferente 

de P. 

En el tnangulo F, Q F 2 vale 

F■) Q + QF 2 > Fi F 2 = 2a 

Como QF 2 = QF 2 pa ser Q un punto de la mediatriz de F 2 F ? . sera ; 


F, Q + QF 2 j. 2a. 
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y por lo tanto Q no pertenece a la elipse. La recta t tiene el unico punto P de intersection 
con la elipse por lo que es la recta tangente. AdemAs, como QPF.| » F^PR por opuestos 

por el vArtice y F 2 PR e RPF 2 por propiedad de la mediatriz en e! triAngulo F 2 PFl 

'esulta QPF 1 = RPF 2 lo que equivaie a la igualdad de los Angulos de incidencia y 
reflexion. 

Observation . En los cursos de cAlculo se demuestra que la elipse tiene recta 
tangente en todos sus puntos. 

La propiedad anAloga de la hipArbola puede tambiOn demostrarse 
geometricamente. Observe la figura: 



F 2 F 1 = 2a = F 2 P- F,P. Sit es la mediatriz de F 1 F, y Q otro punto de t. se tiene 

QF 2 -QF =QF 2 -QF 1 < F 2 F = 2a, ya que en un triAngulo la diferencia de dos lados 


es menor que el tercero. 

Por lo tanto t es la tangente a la hiperbola en P y los angulos que ella forma con PF 2 y 
PF 1 son iguales. Ya hemos visto que Osto equivaie a la igualdad de los Angulos que 
forma la normal con las rectas PF, y PF 2 (prolongation del radio vector F 2 P) 
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3. - Invariancia del Discriminants 

La invariancia por traslaciones es evidente, ya qua la transformacibn 

x = x' + h 

i y - y' + k 

lleva la ecuacibn Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 a la forma 

A(x') 2 + Bx' y‘ + Cfy') 2 + D'x + E'y + F' = 0 

es decir, no Gambia los tres primeros coeficientes. Verifiquelo efectuando el calculo. 

La invariancia por rotaciones se demuestra tambibn efectuando el cblculo. Si 

x * x' cos 9 - y' sen 0 
y ■ x' sen 8 + y' cos 0 

es la rotacibn, entonces Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F * 0 se transforma asl: 

A 1 = A cos 2 0 + B sen 0 cos 0 + C sen 2 0 

B 1 - - 2 A sen 0 cos 0 + B cos 2 0 - B sen 2 0 + 2C sen 0 cos 0 

Cj - A sen 2 0 - B sen 0 cos 0 + C cos 2 0. 

Entonces: 

B* = 4(A 2 + C 2 ) sen 2 0 cos 2 0 + B 2 cos 4 0 + B 2 sen 4 0 - 4AB 

sen 0 cos 3 0 + 4AB sen 3 0 cos 0 - 8AC sen 2 0 cos 2 0 - 2B 2 

sen 2 0 cos 2 0 + 4BC sen 0 cos 3 0 - 4BC sen 3 0 cos 0. 

4 A 1 C! - 4A 2 sen 2 0 cos 2 0 + 4C 2 sen 2 0 cos 2 0 - 4B 2 sen 2 0 cos 2 8 

- 4 AB sen 8 cos 3 8 + 4AB sen 3 8 cos 8 + 4BC sen 0 cos 3 0 

- 4 BC sen 3 0 cos 0 + 4AC cos 4 0 + 4 AC sen 4 0 

Bi - 4 A, C-, = B 2 cos 4 0 + B 2 sen 4 8 - 2B 2 sen 2 0 cos 2 9 

- 8 AC sen 2 8 cos 2 0 + 4 B 2 sen 2 9 cos 2 0 - 4 AC cos 4 0 - 4 AC sen 4 0 = 

8 2 cos 4 8 + B 2 sen 4 0 2 B 2 sen 2 8 cos 2 0 - 4 AC (cos 4 8 + sen 4 0 + 2 sen 2 0 cos 2 0) 
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B 2 cos 2 0 (cos 2 0 + sen 2 0 ) + B 2 sen 2 0 (sen 2 0 + cos 2 0) - 
4 AC ( cos 2 0 ( cos 2 0 + sen 2 0) + sen 2 0 (sen 2 0 + cos 2 0)) = 
B 2 - 4AC. 




CAPITULO 2 


Superficies 

En general, una superficie en el espacio es el lugar de los puntos que 
satisfacen a una ecuacidn en tres variables 


F(x,y,,z) = 0. 


La ecuacidn mas sencilla es la ecuacion lineal ax + by cz + d - 0, que como 
ya vimos, representa a un piano normal al vector (a,b,c). 

La forma mds simple de representar a un piano es encontrar las 
intersecciones con los ejes coordenados, a menos que el piano sea paralelo a 
alguno de ellos, en cuyo caso dibujamos las trazas paralelas sobre los pianos 
coordenados, cuya interseccidn es el eje en cuestidn. 

Ejempio 1 Representar el piano 


2x - 3y + 5 z = 30 


Haciendo y - z - 0 la interseccidn con el eje x es el punto (15,0,0). 
Andlogamente (0, - 10, 0) y (0, 0, 6) son las intersecciones con los ejes y,z. 
Eligiendo unidades adecuadas, dibujamos las trazas del piano sobre los pianos 


coordenados: 



(o,o,i.) 


Fig. 2-1 


se obtiene un tridngulo, cuya inclinacidn dd idea de la posicidn del piano 
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Ejemplo 2 

4x + 5y = 20 

Esta ecuacidn representa a un piano paralelo al eje z, ya que la ecuacion se 
verifies para ciertos valores de (x,y) y cuaiquier z. 

En el piano x,y la ecuacidn 4x + 5y = 20 representa a una recta, que es la traza 



si un punto (x 0 , y 0 , 0) verifica la ecuacion de la recta, los puntos (x 0 , y 0 , z) proyectan 
ortogonalmente sobre (x 0 , y 0 , 0) y por lo tanto todo punto de la recta x = x 0 , y = y 0 , z = t, 
donde t e Si, toma todos los valores reales, esta en el piano. 

Ejemplo 3. 

3x -15 = 0 

Si x 0 = 5, y cualquiera, z cualquiera, la ecuacion se verifica, de modo que el 
piano es el piano paralelo al piano y, z por el punto (5,0,0) del eje x. 

Los puntos del piano son de 
la forma (5, y, z). 





Fig. 2-3 
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Cilindros Si en vez de una recta consideramos, en uno de los pianos 

coordenados, una curva dada por una ecuaciOn en dos variables, el mismo 
razonamiento hecho para el piano muestra que todos los puntos de una recta que 
pase por un punto de la curva y sea paralela al eje correspondiente a la letra faltante, 
verifican la ecuaciOn. La superficie obtenida se llama cilindo. 

Ejemplo 1 . La ecuacidn 9x 2 + 4y 2 = 36, represents a un cilindo formado por las 
rectas paralelas al eje de las z y que pasan por puntos de la elipse de semiejes 2 y 



Fig. 2-4 

El cilindo puede considerarse generado por el movimiento de una recta paralela al 
eje, que se mueve, apoySndose sobre la curva dada, por 6so las rectas se llaman 
generatrices del cilindo y la curva directriz del mismo. 

Ejemplo 2. La ecuacidn z - x 3 = 0 represents un cilindo, cuya directriz es la 
cubica z = x 3 en el piano x,z y con generatrices paralelas al eje y. 
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Cilindros de generatrices no paralelas a los ejes coordenados. 

Si la directriz esta en uno de los pianos coordenados, por ejemplo, si tiene 
ecuacidn 

f(x.y)-o 

para obtener la ecuacidn del cilindro con generatrices en la direccidn del vector 
(l,m,n) expresamos la ecuacidn de la recta por el punto (x 0 , y 0 , 0) de la directriz: 


x = x 0 +11 
y = y 0 + m t 
z = 0 + nt 


teR. 


y eliminamos t. Por ejemplo, despejando t en la tercer ecuacidn t - - obtenemos 


x = x 0 + - z 


x 0 = x- n z 


m 

y=y 0 + n z 


m 

y o = y'F 2 


Como f(x 0 , y 0 ) = 0 si expresamos esta condicidn, obtenemos f(x - y-—p) 


0 , 


que es la ecuacidn del cilindro. 

Ejemplo . Si la directriz es la elipse 

£ £ - 
16 + 25 ’ 1 

y las generatrices son paralelas a la recta x = y * z. de vector director (1,1,1), las 
ecuaciones de las generatrices son 


x = x 0 +1 

y = y 0 + t 

z = t 
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luego x 0 = x-z, y 0 =y-z ysiendo jg + 25 = 1 . !a ecuacion del cilind'o 



es 16 25 1 


Fig. 2-6 


que es la ecuacion de 2 * grado 

25 x 2 + 16 y 2 + 41 z 2 - 50 xz - 32 yz - 400 = 0 . 

ObsOrvese que si la directriz es una cdnica, cuya ecuacion es de 2 ! cyado, la 
ecuacion del cilindro sera una ecuacion de 2 s grado en tres variables. Es un cilindro 
de 2 * grado, que es uno de los iipos de cu&dricas. 

Cu&dricas . Son las superficies representadas por las ecuaciones de 2 5 grado: 

Ax 2 + By 2 + Cz 2 + Dxy + Eyz + Fzx + Gx + Hy + Yz + K = 0. 

Haremos el estudio completo de esta ecuacion en un capltulo posterior. Ahora 
presentaremos las ecuaciones mas sencillas que representan a esas cuadricas: 

y 2 z 2 

Elipsoide p + p + p “ 1 

Las trazas sobre los pianos coordenados son elipses. Dibujando esas elipses 

y observando que el corte con pianos z = k, donde |k| < c, da tambien elipses mas 

x 2 y 2 k 2 

pequenas, de ecuaciones p + ^2 - 1 ‘ p 

elipsoide. 


> 0 , se obtiene el grafico de 


► - 


v 
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Fig. 2-7 

Hiperboloide de una hoja. 

X 2 V 2 z 2 

P + b 2 • P -1 - 

La secci6n con el piano z = 0 es la elipse rj + £2 = 1 • Las secciones con 

x 2 v 2 z 2 

pianos z = k, son elipses p + ^2 = 1 + ^ de semiejes mayores. 

X 2 ^2 

Las Irazas sobre los pianos x * 0 6 y = 0 son hip^rbolas p - = 1, 

V 2 z 2 _ 
b 2 ' c 2 ‘ r 



Hiperboloide de dos hojas 

x 2 y 2 z 2 
' a 2 " b 2 + c 2 = 1 


> 
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c 2 1 a 2 b 2 88 si ®mpre |z| i c. El valor mfnimo de |z| es c y 
se alcanza para x ■ y = o, por lo tanto los puntos (0 0 c) v mo r\ 

«-*>«» obtienen las .ipses | ^' S ~ 3 " 

K a 2 b 2 ~ C 2 -1 > 0 que se 

acrandan a medida que aece k, elipses situadas en los pianos z - k. 

Las Irazas sobre los pianos x . 0, y . o son hipSrbolas de eje vertical. 



Paraboloide eliptico 


Fig. 2-9 


x 2 y 2 
a 2 + b 2 =z 



Fig. 2.10 
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Las secciones con x = 0 , y = 0 son parabolas. Como z i 0 sblo hay 
superficie en el semiespacio superior. Las secciones con z = k > 0 son elipses. El 
punto (0,0,0) es el vOrtice del paraboloide. 

Paraboloide hiperbOlico 

a 2 b 2 ‘ z 

x 2 

La intersection con el piano y = 0 es la parabola z = ^ de ramas hacia 

y2 

arriba. La intersection con x = 0 , es la parabola z - - de ramas hacia abajo. 

Los pianos z = k cortan segun hipOrbolas de eje x si k > 0 y de eje y si k 

< 0, con exception del piano z = 0. La ecuaciOn que se obtiene poniendo z = 0 es 

x 2 v 2 , . 4 x y * x y 

p - ^=0, ecuaciOn que representa el par de rectas: - ■ £ , - g = b • 

rectas que estan contenidas en la superficie. Puede demostrarse que por cada punto 
del paraboloide hiperbOlico pasan dos rectas contenidas en 61. Sin embargo, su 
forma es la de una redondeada "silla de montar": 



ObsOrvese que hemos girado los ejes en 90* con el objeto de hacer mas fOcil 
el dibujo, 6sto no cambia la orientaciOn de los mismos 
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Superficies do revofucion 

El paraboloide ellptico de ecuacidn z = x 2 + y 2 tiene como trazas sobre dor 
de los pianos coordenados a las parabolas z = y 2 , z = x 2 . 

Si consideramos la parabola z = y 2 en el piano y,z y la hacemos gira 

alrededor del eje z obtenemos el paraboloide 

z = x 2 + y 2 

En general, si la ecuacidn de la curva es 

f(y,z) = 0 en el piano y,z 

y e ||a se gira alrededor del eje z, como la distancia a dicho eje es y, y en otra 
posicidn del piano de giro esa distancia pasa a ser Vx^+ y 2 . debe cumplirse la 
relacibn 

t(Vx 2 + y 2 , z) =0 

que es la ecuacidn de la superficie de revolucidn, 

Se toman curvas o arcos de curvas que no cortena! eje z o lo hagan en un 
solo punto, para evitar singularidades tales como autointersecciones de la superficie. 



si la ecuacion de la curva se escribe z = <Ky) entonces z = (K Vx 2 + y 2 ) es la 

ecuacidn de la superficie de revolucion. 

Si la curva se gira alrededor de otro de los ejes, obtendremos ecuaciones del 


tipo 
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x = <K Vy 2 + z 2 ) 6 y = (K Vx 2 + z 2 ) 


Ejemplo Rotando la hip6rbola y 2 - z 2 = 1, alrededor del eje z, se obtiene el 
■perboloide de una hoja. 

x 2 + y 2 - z 2 = 1 

•nientras que si se rota la misma hiperbola alrededor del eje de las y se genera el 
' perboloide de dos hojas, de ecuaciPn: 



y 2 - x 2 - z 2 = 1. 



Fig. 2-13 

se rota y = vTT z 2 
alrededor del eje z, z e R. 



Fig. 2-14 

se rota z = /y^ - T 
alrededor del eje y, 
siendo |y| * 1. 

eje z, se obtiene el cono circular recto 


y 


Rotando la recta z = x alrededor del 
z 2 = x 2 + y 2 con vertice en el origen y apertura de 45 ? . 


Observando que la ecuacidn del cono es homog£nea, esto significa que si 

Yo< z o) est ^ en el cono, tambien (tx 0 , ty 0 , tz 0 ) lo esta, para todo valor t e R. 
Efectivamente, si z 2 0 = x 2 0 + y 2 0 tambien (tz 0 ) 2 =(tx 0 ) 2 + (ty 0 ) 2 . La recta t(x 0 , y 0 , 


z- es la generatriz del cono que pasa por el punto (x 0 , y 0 , z 0 ). 
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El cono puede considerarse generado por una recta que se mueve sobre un 
clrculo, por ejemplo el circulo x 2 + y 2 = 1 en el piano x = 1, y pasando siempre por 
el origen, Otras superficies pueden obtenerse por el movimiento de una recta que 
pasa por un punto fijo, y se apoya en una curva dada. Son las: 

Superficies cdnicas 

Si por cada punto de una curva plana o espacial trazamos rectas que pasan 
todas por un punto V, se obtiene una superficie llamada cono de vSrtice V. 

La curva se llama directriz. Si la directriz esta en un piano coordenado, por 
ejemplo el piano x,y y si el vfrtice es el punto V = (v 1 , v 2 , v 3 ) las ecuaciones 
param^tricas de las rectas por los puntos (x 0 , Yq. 0) y el v&lice (v 1( v 2 , v 3 ) son 


x = x 0 + t(x 0 -v 1 ) 


y = y 0 + t(yo- v 2) 


entonces t«- 


z 

V 


z * t(0 - v 3 ) 

Reemplazando en x,y, se tiene 


X 'V | x 0 + “ V-| 

Despejando x 0 , y 0 , resulta 


x 0 = 


v 3 x - v 1 z 


v 3 - z 


v 3 y - v a z 

v 3 - z 


Si 0 = f(x 0 , y 0 ) es la ecuacidn de la curva directriz, la ecuacidn del cono debe 


ser 
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un 

)or 

|ue 


an 


:>or 

les 




rf V 3_ X _--lL_ Z _ 

' v 3 - Z 


V3 y • V 2 z 


V 3 - Z 



Ejemplo 1 . La ecuacidn de la superficie cdnica de directriz (x - 2) 2 * y 2 = 1, z = 0 y 
vertice en el punto (2,1,3) se encuentra eliminando t en las ecuaciones 


x = 2 + t(x 0 - 2) 

y = i + t(y 0 -i) 

Z =» 3 + t(0 - 3) 

3 ■* z 

De la ultima resulta t = -~j—. (En vez de tomar (x 0 , y 0 , 0) como punto por el 
que pasa la recta tomamos (2,1,3), lo que es equivalente). Entonces 

x = 2 + (x 0 - 2) 

y=i + (yo-i) 

y 

x 0 ‘ 2 = 3 3 - z ’ 3 + 1 = " 


Reemplazando en 

(Xq- 2) 2 + y 2 0 -1 


•esulta 


9(x - 2) 2 + (3(y-1) + (3 - z)) 2 

(3 - Z ) 2 (3 - z) 2 


Desarrollando queda la ecuacidn : 


9(x-2) 2 + 9(y-1 ) 2 + 6(y-1) (3-z) = 0 
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que no es homogbnea, puesto que el cono no tiene su vbrtice en el origen 



Fig. 2-16 


Conos con vbrtice en el origen. 

Si el vbrtice es (0,0,0) la directriz no puede estar en un piano coordenadc 
pues en ese caso el cono se reduce al piano 6 parte de bste. El caso mas simple es 
cuando la curva esta en un piano paralelo a uno de los pianos coordenados, por 
ejemplo z = k, f(x,y) = 0. Entonces si (x 0 , y 0 , k) esta en el cono tambibn (X x 0 , X y 0 , X 
k) esta en el cono. Entonces X - £ , x 0 - k - , y 0 - k * y la ecuacibn del cono es f(k 

^ , k ^) = 0 y por lo tanto es una ecuacibn homogbnea. 

O 0 

Ejemplo Cono de directriz ^ + % * 1 en el piano z »- 2 y vertice en el origen 




x = tx 0 

y=ty 0 


z = -2t 



Reemplazando obtenemos 



que da la ecuacibn 


25 x 2 16 y 2 -100 z 2 = 0. 
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Superficies regladas. 

Los ciiindros y los conos no son las unicas superficies generadas por el 
movimiento de una recta. Por ejemplo, constderemos el paraboloide hiperbdlico de 
ecuaciOn z = x.y. Esta superficie se obtiene girando en 45* el paraboloide o silla 
de montar de ecuaciOn. 

Za i (/-x 2 ) 

si cortamos al paraboloide con el piano y = y 0 constante, los puntos de la recta de 
mtersecciOn de este piano con el piano de ecuaciOn z = y 0 x pertenecen a la 
superficie, para cualquier valor de y 0 . Todas estas rectas estan contenidas en la 
superficie y por cada punto de Osta pasa una sola de ellas. 



El paraboloide hiperbdiico es una superficie reglada. Naturalmente, por cada 
punto (Xq. y 0 ,Zg) no solo pasa la recta z * y q x. y - y 0 sino tambiOn la. recta z « x 0 y, 

x = x 0 . 

Es decir: hay dos familias de rectas, cada una de las cuales genera al 
paraboloide hiperbOlico. 
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Hiperboloide de una hoja. 

Si en el piano x,y consideramos la circunferencia x 2 + y 2 = 1, el vector 
posicidn de los puntos de la circunferencia es el vector unitario u = (cos t, sent t, 0), 
donde 0 s t s 2n. 



El vector v - (- sen t, cos t, 0) es ortogonal al anterior, pu$s < u, v > « 0, 

Por lo tanto, si aplicamos v en el extremo de u, el vector v es tangente a la 
circunferencia. 

Consideremos el vector w = v + k, donde k = (0,0,1). El vector w forma un 
Angulo de 45* con el eje de las z, ya que; 

<w,k> = |w| |k| cos 0 = < v + k, k > = 0 + 1 =1 

Como |w| = 7|v| 2 + |k| 2 = Vi + 1 = V2 , puesto que v y k son 
ortogonales y vale el teorema de Pit8goras, tenemos 

. 1 V2 

COS 0 = ^ = ~2 => 0 = >1/4- 

Si rotamos la recta que contiene a w, alrededor del eje z, apoyandose en 
la circunferencia, siendo 

x-u + sw, seR, 

su ecuacidn vectorial, sus ecuaciones paramStricas son 


x = cos t - s sen t 
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y = sen t + s cos t 
z = s. 

Para cada valor de t = t 0 , tenemos una recta de la familia. 
Eliminaremos s y t, elevando x e y al cuacfado y sumando: 
x 2 + y 2 = (cos 2 1 + sen 2 1) + s 2 (sen 2 1 + cos 2 1) 

= 1 + s 2 = 1 + z 2 . 

Entonces obtenemos 

x 2 + ^-z 2 * 1 

cjje es la ecuacibn del hiperboloide de revolucibn de una hoja. 



Esto quiere decir que la recta, en su rotacibn, genera todo el hiperboloide, de 
~odo que por cada punto del mismo pasa una recta de la familia. Como cada recta 
:orresponde a un valor del parbmetro t, una tal familia de rectas se llama familia 
-ionoparam$trica de rectas. 

La figura 20 muestra dos rectas por cada punto del hiperboloide. En efecto, 
- *-'iste otra familia monoparambtrica de rectas, tambibn contenidas en la superficie. 

Ellas pueden obtenerse tomando como vector director al vector w = - v + k, 
oonde v es el vector definido antes. 
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Fig. 2-21 


Demuestre que esta familia de rectas genera el mismo hiperboloide. 

Superficies definidas en forma param6trica. 

En las ecuaciones de la primer familia de rectas : 

x = cos t - s sen t 
y = sen t + s cos t (*) 
z = s 

aparecen dos para metros t y s. Si variamos t entre 0 y 2n y damos a s todos los 
valores reales, obtenemos todo el hiperboloide de revolucibn. 

Diremos entonces que las ecuaciones (*) son las ecuaciones parametricas 
del hiperboloide. 

Generalmente se prefiere tomar intervals abiertos, o sea 0 < t < 2n, s t R. 
Esto tiene el inconveniente de dejar sin representar al meridiano del hiperboloide 
correspondiente al valor t = 0, pero es util y necesario en cuestiones de Gecmetrfa 
Diferencial 



Fig. 2-22 
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Helicoide . Es la superficie generada por una recta que se desplaza apoyandose 
.-ore un eje (nosotros usaremos el eje de las z) y gira al mismo tiempo 
-anteniendose paralela al piano x,y. 

oi la vclocidad con que se mueve el punto de apoyo es uniforme podemos 
:oner z - kt y si la posiciOn inicial de la recta es el eje de las x, para todo punto de 

a superficie, tendremos, si s es la distancia al eje z (o su negativo en la semirecta 
csxiesta) 


x = s. cos t 
y = s. sen t 


te R, se R. 



La figura siguiente representa una porcion de la superficie obtenida; 



Fig. 2-24 
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Cilindro . El cilind'o de ecuacidn x 2 + y 2 = r 2 , puede representarse 
paramStricamente por 


x = r cos t 
y = r sen t 
z = s 

donde r es el radio de la seccidn normal. 

iZ 

i 



0 < t < 2n, s e R. 


Para representar a la esfera, usamos las coadenadas esfericas (<J), 0,r) 
donde 0 < 0 < 2n, 0 < 0 < n, son los angulos indicados en la figura y r la distancia 
del punto de la esfera al origen. 



x = r sen 8 cos 0 


y = r sen 0 sen 0 


0 < 0 < 2n 













87 


0 < 0 < Jl 

z = r cos 0 

Esta parametrizaci6n no cubre un semimeridiano, interseccidn de la esfera 
;Dbre el semipiano x > 0, del piano x , z, y no incluye a los polos de la esfera. 



EJERCICIOS 

1. Dada la ecuacidn 

x 2 + y 2 + z 2 -8x + 10y +2z + 6 = 0 

demostrar que representa a una esfera, determinando centro y radio. 


1 1 


2. Determinar la ecuacidn de la esfera que pasa por los puntos (1,0,0), (-] , 

-f) (0,0,1) y (0,1,0). 


3. Determinar si los pianos cuyas ecuaciones se dan son secantes, tangentes 
o exteriores a la esfera de ecuacion. 

(x-1) 2 + (y-1) 2 + z 2 » 1 

a) x + 2y + z + 1 = 0 

b) x - 2y + z + 1 =0 

% 

c) x + y - V2 z = 0. 


4. Represente las superficies, cuyas ecuaciones se dan usando las trazas y 
curvas de nivel que considere necesarias: 


, y 2 z 2 

a) x 2 * ^ . j -1 

b) z = x 2 + 4 y 2 


C,* 1 . 1 ♦ 

C} 4 16 1 ■ 1 

d) x 2 - y 2 - z 2 = 0 


roi 
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f) x 2 -y 2 = z - ^ ^ 

5 Encontrar la ecuaci 6 n del cilindro, cuya directriz es la c 6 nica -jg 25 ~ ^ ^ 

J .. xj_2 y * i _ l 

que tiene generatrices paralelas a la recta de ecuacion 3 - 2 "6 


Representar. 


directriz es la curva de ecuacibn 4z - x 2 


6 Encontrar la ecuacibn del cono, cuya 
« 0 situada en el piano y - - 2 y que tiene vbrtice en el origen. Representar. 


7 ^Cubl es la ecuacion del cono de directriz 2X 2 + (y - I) 2 - 1 y vbrtice en 

0.0,4)?. 

8 El elipsoide 4 + 4 + 4 = 1 es cortado el P ,ano de ecuaci6n Ax + B V 

3 D C 

* Cz + D = 0, segun una curva C. Hallar la ecuacibn del cono, cuyo vbrtice es el 
:entro del elipsoide y directriz C. 


d,Qub representan las ecuaciones? 


x z 


+ »t (1 + u) 


,h. 4d -h 


a c "' ba c t 
oara cada valor de t e R?. 

Demostrar que cada punto que satisface a ambas ecuaciones pertenece a 
j - hiperboloide de una hoja. 


Decidir si las superficies representadas por las ecuaciones que se dan son 0 
superficies de revolucibn y representar: 


a) x 2 + y 2 = 4 z 2 


c) + y 2 f =z 






d) 2X 2 + y 2 = z. 



Hallar la ecuacidn de la superficie de revolucidn generada por la 
= 2 . 

a) alrededor del eje y. b) alrededor del eje z. 
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CAPITULO 3 


Transformaciones fineales y alines 

Cuando se introduce un sistema de coordenadas en el piano, con ejes 
rtogonales u oblicuos, es posible asociar a cada punto del mismo un vector de 
oosicion. cuyas componentes son las coordenadas del punto 



fig. 3.1 


t.as correspondencias P <—> p <—>(x 1 .x 2 ) son biyecciones que permiten 

’escribir las transformaciones del piano en si mismo en terminos de las coordenadas 
oe los puntos y las de los puntos im^genes. 

Nos interesan las transformaciones que sean colineaciones , es dear, que 
.'ansformen rectas en rectas. Como una recta tiene ecuacion vectorial' 


v = APi + \ip 2 , X + \x = 1 (*) 


Pi y P 2 vectores de posicion de dos de sus puntos sera necesario 
'onsiderar transformaciones que conserven las combinaciones lineales de los 
ectores de R 2 con la condicidn (*). 

Son transformaciones con esta propiedad las traslaciones y las 

I ransformaciones lineales 

Una transformacion lineal de un espacio vectorial real V es una 
"ansformacion L V V tal que para todo par de elementos V!. v 2 de V y cada par 
numeros reales X . \a vale L(Xv 1 + ftv 2 ) = X Lfv^ + \l L(v 2 ). 

Las transformaciones lineales tienen por lo tanto las propiedades: 


MO) - 0, L(v, + v 2 ) = L(v,) + L(v 2 ) . L(Xv) = X L(v) 
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y transforms rectas an rectas, ya qua si v 1 y v 2 son vactores da posicidn da 
puntos de una recta, su ecuacion vectorial es 

V= AV, + nv 2 ,X + n = 1 
y estos vectores se transforman en vectores de la forma 

L(v)=XL(v 1 )+^L(v 2 ), X + (i = 1 

es decir: la recta por los puntos de vectores de posicidn v, y v 2 se 

transforms en la recta por los puntos de vectores de posicidn L(Vj) y 
L(v 2 ). 

Teorema 1. Las transformaciones lineales se expresan por transformaciones 
lineales de las coordenadas. 

Oemostracidn Consideramos fijada una base e 1 . e 2 del piano, no 
necesariamente ortogonal. En esa base, todo vector tiene expresibn x - x 1 e 1 + x 2 
e 2 . Entonces L(x) - x, L(e,) + x 2 L(e 2 ). 

Expresando Lfe^ y L(e 2 ) en la base e r « 2 por las formulas; 

L(e i> - a n V a i, *i 

L(e 2 ) = a 12 e, * a 22 e 2 

entonces L(x) = y = y 1 e 2 +y 2 e 2 

= X l( a i1 e i +a 2i e 2) + V a i2 e i +a 22 e 2) 

( a n x 1 + a 12 x 2 ) e 2 + (a 21 x 2 + a 22 x 2 ) e 2 , 

de modo que las coordenadas del punto imagen, de vector de posicidn y, estan 
dadas por: 

Vi “*11 X 1 +a i2 X 2 

o 

y 2 = a 21 x 2 + a^ 

A la transformacibn lineal L queda asi asociada la matriz de orden dos 






Reciprocamente, las ecuaciones (*) dan una transforrnacibn del par (x 1 , x 2 ) 
en e! par (y,. y 2 ) que, haciendo variar (x 1 , x 2 ) en R 2 , es una aplicacibn lineal de 

R 2 en R 2 . como puede verificarse fbcilmente. Efectue dicha verificacion. 

Debido a esta correspondencia biunlvoca entre las transformaciones lineales 
del piano y las matrices reales dos por dos, escribiremos indistintamente y ■ Lx o 
bien y - Ax. 

Por las regias del producto de matrices, las ecuaciones (*) pueden escribirse; 



en las que los vectores se escriben como columnas. 

Siendo y = L(x) - x 1 Lfe^ + x 2 L(e 2 ) la imagen de V sera todo V. si y solo si 
L(e 1 ) y L{e 2 ) son linealmente independientes. Como las componentes de Lfe^ y 
Lie 2 ) son las columnas de la matriz A, esto equivale a la independencia de dichas 

columnas, de modo que L sera sobreyectiva si la matriz A es no singular, es dedr, si 
det A * 0. 

SI N es nucleo de L e I su imagen, siendo: 

dim N + dim I = dim V 

$1 nucleo es el vector 0 si L es sobreyectiva, por !o que en ese caso L es tambien 
inyectiva Resumiendo; la condition necesaria y suficiente para que L: V -» 
V sea una biyeccidn es que det A * 0 donde A es la matriz de L en 

afguna base 

Estamos trabajando en dimension dos, pero estos resultados son validos para 
n = 3 b en dimension mayor. 

Las transformaciones lineales forman grupo ya que la aplicacibn sucesiva de 
dos transformaciones lineales es otra transformacidn lineal, que llamamos producto 
de las transformaciones dadas. 
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Es tecil verificar que si A 1 es matriz de L 1 en aiguna base y Aj es matriz de 
L en la misma base, entonces la matriz de L L. es A,-, A, 

La transtormacidn ideritica corresponde a ia matriz identidad ( q i ) y dads 

una transtormacidn L de matriz A no singular, la transfot macion mversa es la 
transformacion lineal correspondiente a la matriz inversa 


A' 1 = 


a 22 ‘ ®12 
A A 

' a 2 1 a 11 

A A 


si A = det A 

El grupo de las transformaciones lineales biyectivas o automorfismos de V se 
llama grupo general lineal de V y se indica GL(V) 6 bien GL(2) cuando dim V 


- 2 


Por lo que acabamos de ver, este gupo es isomorfo al grupo de las 
matrices reales 2x2, 

Sabemos que dos vectores linealmente independientes generan todo el piano 
y que si no son independientes generan una recta, es decir. un subespacio de 
dimension uno. 

Si dos puntos A y B no estcin alineados con el origen, sus vectores de 
posicidn son linealmente independientes mientras que si est6n alineados con e‘ 
origen ellos son dependientes. 

Estas consideraciones permiten probar el teorema: 


Teorema 2. Dados dos puntos A y B no alineados con 0 y otros dos puntos 
cuaiesquiera A', B' existe una transformation lineal L ta! que L(A) = A' y L(B) = 5' 
Esta transformation unica, 
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17 de 

dada 
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V se 
dim V 

le las 

piano 
o de 
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>n el 

>untos 


Domostracidn Si (a, , a 2 ) es el vector de posicidn del punto A y (b, , b 2 ) el de B, 
(a 1 , a 2 ) y (b 1 , b 2 ) los de A' y B', una transformacion lineai que transformara A 

y B en A' y B' tencfria ecuacibn y * Ax con matriz A * (ajj). Entonces las 
ecuaciories 


a i = a n a i + a i2 a 2 


b i = a n b i + a t2 b 2 


a 2 S a 21 a i + a 22 a 2 


b 2 * a 21 b, + a 22 b 2 


debieran ser satisfechas por las coordenadas de los puntos dados. 
Las ecuaciones 


a i = a n a i + a 12 a 2 


b l - 3 11 b , * a 12 b 2 


permiten determinar los numeros y a 12 . La solucibn es unica, ya que el 

determinant© del sistema es 


a i a 2 
b 1 b 2 


* 0 


por ser independientes los vectores (a 1 . a 2 ) y (b 1 , b 2 ) ya que A y B no estan 
alineados con e! origen. 

De igual modo se obtienen a 21 y a 22 , resolviendo el sistema: 


a 2 - 


21 


a i + 


22 


Entonces exists una matriz y por lo tanto una transformacion lineal asociada a ella 
gue lleva los puntos A y B a los puntos A' y B\ y ella es unica. 


I _ D' 

I - u . 







Ejemplos de transformations lineales 
Ejemplo 1. Reflexion en el eje x. 

Indicando a esta transformation con el simbolo $ x tenemos 
S x (x,y) = (x,-y) 

Entonces las ecuaciones de a reflexion son 


x' = x= 1.x + O.y 



, p(x.») 

y’ = -y = o.x + (-i)y 



1 

1 

1 

1 ^ 


0 


1 

1 

J 

con matriz 



1 p'(v y > 

CoS) 

Fig 3.2 


Ejemplo 2 Reflexion en el eje y. 




Sy(x.y) - (- x.y) 




x' = - x 

P(*.y) 


?'(-*?) 

y-y 




con matriz 

0 



( o 1 ° ) Fi 9- 3 - 3 


Ejemplo 3. Reflexion en la recta y = x 
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Al ser iguales las ordenadas y las abscisas de los puntos situados sobre la 
ecta de la reflexibn, el diagrama muestra que las ecuaciones de esta reflexidn son: 
x' = y 
y' = x 

y por lo tanto la matriz es 



Ejemplo 4, Rotacion alrededor del origan 

Un punto de coordenadas x = r cos 0 . y = r sen 9 . despues de una rotacion en 
un angulo <f> alrededor del origen. tiene coordenadas x' = r cos (0 + 0 ). y' = r sen (0 + 

€•) 

Desarrollando resulta: 

x' = x cos p - y sen (t» 
y' = x sen 0 + y cos $. 

Esta transfermacion tiene matriz 

/cos <b -sen d>', 
i 

\ sen <|) cos <\j j 


matriz que es de la forma 
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Toda matriz de esta forma representa a una rotacidn puesto que, 
dados dos numeros a y b, tales que a 2 + b 2 = 1, ellos son las coordenadas de un 
unico punto (a,b) situado sobre la circunferencia unitaria x 2 + y 2 = 1. 


Esto quiere decir que las ecuaciories 
cos d> = a, sen 0 * b, tienen solucidn 
unica para $ si 0 * ^ < 2 n. 
Naturalmente, cualquier Angulo 0 + 2k n, 
k entero, representa un giro que da los 
mismos puntos imAgenes que la rotacion 
en el Angulo 0. 

Fig. 3.5 

Recordemos que una transformation no es un movimiento efectivo, sOlo 
interesan la position inicial y la final, que es el punto imagen. 

Cualquiera que sea el valor de k, el punto (a,b) y la matriz 




son los mismos, de modo que la matriz representa a una unica transformation. 


Ejemplo 5. Semigiro. Una rotacion de angulo <j> - ± ji es un semigiro o simetria 
central, que por lo tanto tiene matriz 






Ejemplo 6. Dilatacidn. Llamaremos asi a la homotecia H|< de razon positiva k. con 
centro en el origen. 
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Entorices H| c (x,y) = (kx.ky) y $u matriz es j q ^ j . Reclprocamente, una matriz 


^ g sta forma represents a una dilataci6n de factor de proporcionalidad k. 


Una homotecia de razOn negativa puede obtenerse multiplicando una 
cilataciOn por un semigiro: 



Observemos que el determinants de las reflexiones es igual a -1, mientras que el de 
as rotaciones y homotecias es positivo 

En el caso de las homotecias el determinate k 2 es la razon de las areas de 
'as figuras transformadas y las figuras originates. 

Las transformaciones anteriores son semejanzas. Ellas transforman 
segmentos conguentes en el dominio en segmentos imagenes tambien conguentes. 
cuya razon de longitudes con el segmento original es la razon constante de 


semejanza 


Veiemos ahora ejemplos de transformaciones lineales que no tienen esta 
y opiedad. por lo que deforman las figuras 

Ejemplo 7. La matriz 


"epresenta a una transformation lineal tal que 



p/2 0\ ( 0 \ 


10 2 1 111 
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por 10 tanto los segmentos cong'uentes OA 
OA‘ y OB' que no son congruentes. 


6 

C"/<) 


A 


Fig. 


- OB se transforman en los segmentos 







La longitud del segmento imagen de un segmento de longitud uno varia sobre 

cada recta por el origen, pues el clrculo x 2 + y 2 - 1 se transforma en la elipse 4{x') 2 + 
4 (y *) 2 =1.0 sea, la elipse 



Ejemplo a. La transformacidn lineal de matriz 



tiene el efecto siguiente: 
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os 


/I /x\ jOc+y\ 

1 0 1 J I y I [ y j 

de modo que deja invariada la ordenada de cada punto del piano, es decir que la 
Ttagen de todo punto esta sobre la paralela al eje de las x trazada por el punto, que 
se mueve tanto m£s cuanto mayor sea |y|, hacia la derecha si y > 0 y hacia la 
zquierda si y < 0. 

Los puntos del eje x son invariantes. Estudiemos el efecto sobre algunos 
puntos del piano: 



La recta x » 0 pasa en !a recta y - x, Un segmento de longitud uno sobre el eje de 
as y pasa en un segmento de longitud V2 sobre la recta y - x, En cambio, un 
segmento unitario sobre el eje de las x se transforma en si mismo, por lo tanto 
AB r CD ==/=> A‘ B' = C‘ D'. 

Tampoco se conservan los angulos: los ejes de coordenadas son 
ytogonales, mientras que las rectas imagenes de estos ejes forman un Angulo de 
45*. 


Transformaciones tales como las de los ejemplos 7 y 8 no son semejanzas. 
-ertenecen a un grupo m&s amplio de transformaciones: las transformaciones 
afines. 
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Ejercicios 

Ejercicio 1. Encontrar las matrices correspondientes a las rotaciones de angulos: 

2 

a) n/3 b) j 71 c ) n 

Verificar que la matriz de la rotation (c) es producto de las matrices de (a) y (b) 
Ejercicio 2 Expresar las matrices dadas a continuation como producto de las 
matrices de una rotation y de una reflexion, indicando el angulo de ia rotacion 


"v2 v2" 


_ V2 v2" 


" x f2 v2" 

2 2 


2 ‘2 


"T T 

v2 V2 

b) 

-J2 V2 

0 

V2 V2 

. 2 * 2 _ 


.'2 2j 


_ 2 2 . 


Ejercicio 3. Encontrar la matriz, en la base canOmca. de la transformacion lines* 
que aplica el punto (1,2) en (3,0) y el punto (-1,2) en (1,4). 

Ejercicio 4, Hallar la matriz de la reflexidn oblicua en el eje de las x. en la 
direccion de la recta y = x. 



Ejercicio 5. La transformacion 
x' = x + ky 

y' = y 

se llama deslizamiento /,Cual es la razon de este nombre° 


r 
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gulos 

b) 

de las 

i 

in lineal 

. en la 


Encoritrar las rectas imagenes de las rectas de ecuaciones 


y = 0. x = 0 . y = x. x + y =1. 


Eiercicio 6 La transformation mdicada en la figura se llama compresidn sobre 

r eje x. ^Cuai es su matriz? 

1 / 

r 


p' 


o 


H 


X*. 



= k >0 


Fig 3.10 

En que curva se transforma la circunferencia x 2 + y 2 = 1 al aplicarle esta 
ransformacion 7 

Ejercicio 7 Las transformaciones con matrices de los tipos 


a) 


;k 0, 
\Q 1 I 


b) fo i! 



o] 
k I 


-ene inversas ^porque 7 Calcular las mversas 

Demostrar que las transformaciones del tipo (a) forman gnjpo y tambien las 
oetipo (b) o (c) 

Ejercicio 8 Las transformaciones de matrices 

; oi 

10 k) 


se llaman rotaciones hiperbOlicas porque dejan invariantes a las hiperbolas de 
ecuaciones x.y = c oara todo ceREs decir, las transforman en si mismas, aunque 
'•o punto a punto. Estas transformaciones tambien suelen llamarse transformaciones 

x Lorentz. 

Verificar la invariancia de las hiperbolas. 

Ejercicio 9 Si n es la compresiOn sobre el eje x de coeficiente k y P la rotation 
er un angulo o. la transformation 
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v = a P a' 1 


se llama rotation elfptica Ella deja invariantes a las elipses para las que la 
relation - de los ejes es igual a k. (Elipses de elipticidad k). 

Encontrar ia malriz de la transformation y y verlficar la invariaricia de dichas 
elipses. 



Ejercicio 10 Dado el deslizamiento de matriz 




encontrar el triOngulo imagen del triangulo de vOrtices (1,0), (0,1) y (1,2) Caieular 
las areas de ambos triOngulos y su relation. 
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que la 


dichas 


ilcular 


Transformaciones afines. Son las transformaciones que resultan de aplicar 
sucesivamente una transformacidn lineal y una traslacidn, en cualquier orden. 

En coordenadas, una traslacidn de ecuacion vectorial 

X' = X + c 

donde c es el vector de la traslacidn, se expresa por 


X' - X + ^ 

y‘- y + Ca 


c * (Ci , C2) 


Si se aplica primero la transformacidn lineal de matriz A = (ajj) y luego la 
traslacidn, las ecuaciones de la transformation afin son: 
x' = a (1 x + a 12 y + c, 
y' = a 21 x + a 22 y + % 

Si llamamos S a esta transformacion, L a la parte lineal y T a la traslacidn, 
entonces: 

S = TL 

El orden es importante, ya que LT * TL a menos que el vector c sea 

'variante bajo L En efecto, si efectuamos primero la traslacion T y despuOs 
aplicamos L, obtenemos para LT las ecuaciones: 

x'= a 11 (x + c 1 ) + a 12 (y + c 2 ) 
y' = a 21 (x + cO +a 22 (y + C 2 ) 


0 sea 

x‘ = a n x + a 12 y + a^ c 1 + a 12 c 2 
y' = a 21 x + a 22 y + a 21 c 1 + a 22 % 

jje son tambien formulas para la transformacion TL donde T es la traslacion de 
sector (a t1 c, + a 12 c« , a 21 q + a 22 c 2 ) = L(c), donde c es el vector de la traslacion 
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En lenguaje vectorial LT(x) = L(x+c) * L(x) + L(c) * TL(x). 

Entonces LT = TL y sblo se cumple LT = TL cuando T=To sea cuando L(c) 


= c. 


Ejemplo. Si es la reflexidn en una recta que pasa por el ongen. los unicos 
vectores para los que TR ? = R^T son los situados sobre la recta de !a reflexion. 


Pr-T (P) 



Rotaciones. Ya hemos estudiado las rotaciones airededor del 
transformaciones lineales. 


ongen, que son 


Las rotaciones airededor de un punto C diferente del ongen no son 
transformaciones lineales pero si afines, ya que una tal rotacion puede expresarse 
como producto de traslaciones y de la rotaciOn de igual angulo airededor del ongen 
En efecto, si c es el vector posiciOn del punto C, aplicando a todos los puntos del 
piano la traslaciOn de vector - c y rotando luego airededor del origen en el angulo e 
de la rotacion, si aplicamos al resultado la traslacion de vector c, obtenemos el 
mismo punto P' que se obtiene por la rotacibn de P airededor de C: 



P' 


Q 


Fig. 3.13 
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Pa lo tanto, si llamamos S a la rotaciOn alrededa del punto C, de Angulo 9 y 

T a la traslacidn de vecta c, tenemos: 

S = TR 0 T ' 1 

donde Rg es la rotacion de angulo 0 alrededa del aigen. 

En coadenadas, si x es el vecta posicion de P y x’ el de P\ la 
transfamaciOn se expresa; 

x' = cos 0 (x - q) - sen 0 (y - Cq) + c 1 
y' * sen 0 (x - q) + cos 9 (y - Cj) + Cj 

Las rotaciones alrededa del aigen faman grupo. como sabemos, TambiAn 
las traslaciones. Dos rotaciones S! y S 2 en Angulos 8 , y 6 2 alrededa del mismo 

punto C tienen producto S 2 S 1 dado pa: 

S 2 S! = TRg^T 1 TRg^ T ' 1 = TRq^ Rg^T 1 donde Rg^ Rg^ = Rq i+ 0 2 es la 

rotacion en el Angulo 0! + 0 2 alrededa del aigen. 

Pa lo tanto el conjunto de las rotaciones alrededa de un punto del piano es 
un grupo, que es subgmpo del grupo de las transfamaciones afines. No son 
transfamaciones lineales, ya que no dejan fijo al aigen. 

Geometrla afin Las transfamaciones afines faman grupo, el g-upo afin. En 
efecto, si S 1 y S 2 son dos tales transfamaciones, S 1 =T 1 L 1 y S 2 =T 2 L 2 , entonces: 

S 2 S 1 =T 2 L 2 T 1 L t =T 2 (L 2 T 1 ) L! =T 2 T t L 2 L 1 
donde es la traslaciOn de vecta L 2 (c 1 ). 

Como las traslaciones son biyecciones y las transfamaciones lineales que 
caresponden a matrices no smgulares tambien lo son, las transfamaciones afines o 
afimdades son biyecciones. 

Como las traslaciones faman g-upo y tambien las transfamaciones lineales. 
queda demostrado que las afinidades faman g-upo 
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El subgrupo de las transformaciones lineales tiene la propiedad de dejar 
invariado al origen, ya que L(O) * 0. Por esc estas transformaciones suelen 

llamarse centroafinidades . 

El matemdtico Felix Klein definiO a la geometrla como "el conjunto do 
propiedades invariantes bajo un grupo de transformaciones". 

El grupo de las afinidades, al no conservar, en general, longitudes ni angulos. 
no corresponde a la geometria euclidiana o metrica. Veremos a continuaciOn. varios 
teoremas que nos permitiran estudiar las propiedades que son invariantes por 
transformaciones afines. 

Razdn simple de tres puntos alineados. Dados tres puntos alineados A, B, C 
si el punto C divide al segmento AB en la razdn r decimos que r es la razdn de 
divisidn de C respecto de A y B. 

Es decir, C es el punto tal que AC = r CB, Cuando C estd en el segmento AB 
el numero r es positivo, Pero la relacidn AC * r CB puede consider arse tambidn 
para valores negativos de r. 

Los vectores AC y CB tienen igual sentido cuando C esta entre A y B, pero 
cuando C estd fuera del segmento AB tienen sentidos opuestos, por lo que r < 0: 

_AC_ 

a _6 _c_ 

ce ' 

Fig. 3.14 

Cuando C se aproxima a A, el numero r tiende a cero, mientras que si C 
tiende a B el numero r se hace cada vez mds grande, si C estd entre A y B. entonces 
r -» + °° y si C estd a la derecha de B entonces r 






Cuando C se aleja indefinidamente sobre la recta, en uno u otro sentido, 



|r|1. Como la razon r es negativa en este caso tenemos en ambos casos r -* -1. 


h .^0 —--1 


O A > 0 


4 

6 


A 


Fig. 3.15 


la figura anterior muestra que la razon simple de tres puntos alineados, que 
as! es como ilamamos al numero r es "una extrana coordenada" de los puntos de la 
recta, a los que asigna un numero real, con la excepcion del punto B. mientras que la 
recta debiera "cerrarse” con un punto en el infmito para poder asignarie el numero -1 
a este punto "ideal". 

Si S es una transformacidn tal que $(A) « A’. S(B) - B' y S(C) * C\ si $ 

AC A’ C' 

conserva la razon simple de estos puntos vale pg = £,-gr , fdrmula que 

expresa la conservacion de la proporcidn. 

Tambien S conservara el or den de los puntos en la recta, ya que si C esta 

A’ C‘ 

entre A y B entonces r > 0 y siendo r = p. sr entonces tambien C' estara entre 


A' y B*. 



c 8 


Fig. 3.16 


Tambien indicaremos a la razOn simple de tres puntos con la notaciOn (ABC) 
en la que se sobreentiende que A es el origen del segmento AB, B su extremo y C 
stro punto de la recta determinada por A y B. 

Expresaremos ahora las coordenadas del punto C tal que (ABC) = r. Si a. b 


c son los vectores de posicion de los tres puntos, siendo: 
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AC c - a 
r “CB * b e 

un facil c^lculo muestra que 


fbrmula que permite obtener la expresibn de las coordenadas del punto C en funcibn 
de las de A y B. 

Ejemplo Para el punto medio de un segmento, vale r - 1 por lo que las 
coordenadas del punto medio se obtienen de: 



En el piano. 


En el espacio se agega la coordenada 



+ b ? 
2 


Entonces vale el : 



+ b_3 
2 


Teorema 3. Las transformaciones afines conservan la razbn simple de tres puntos 
alineados 

Demostracibn . Toda transformacibn afin es producto de una tiansformacibn linea' 
por una traslacibn. Si S es la transformacibn affn. S = TL donde L es lineal y T 
traslacibn 






Siendo L lineal, si 





Ill 




(1 + r) L(c) ■= L(a) + rL(b) 


de donde 


i W~ L(C) = r 


i (c) - L(a) 


01 mula que expresa que la raz ° n simple de los puntos transformados de A,B y C por 

- es r. 0 sea (ABC) = (A'BC). 


A 



c 


A 


Fig. 3.17 

Como la traslacidn es una isometria y conserva el orden de los puntos. ella 
-.nibibn conferva la razdn simple, (Ejercicio 13) de modo que si A” = T(A') = TL(A) = 
- A) y analogas para B" y C“, tenemos 


(ABC) = (A' B’ C) = (A" B" C”). 
Es decir, S conserva la razdn simple. 


En el ejemplo 7 y tambien en el 8 sobre transformaciones lineales, que son 
:asos particulares de transformaciones afines. vimos que estas transformaciones 
;:eran las longitudes, variandolas de modo diferente sobre cada recta. La 
;onservacion de la razon simple nos dice que se conserva la proporcidn entre las 
^^gitudes de segmentos sobre una recta y sobre su recta irnagen. 

En particular, el punto medio de un segmento y el del segmento irnagen 


.jfnplen: 








11 ? 


I 

AM _ A'M' 

MB _ M'B' = 1 

de mode que M se transforma eri M' (Conservation del punto medio de ios 
segmentos) 

Relation de las areas El area signada de un triangulo ABC. si v - b - a w = c - 
a donde a b y c son Ios vectores posicion de Ios vertices A B y C. esta dada per 



i Vl v *i 

2 ;w 5 w 2 i 


Fig 318 

Enlonces vale e! teorema: 

Teorema 4 Si si es el area de un triangulo ABC y 34.' e! area del triangulo 
imagen por una transformation lineal, entonces 

A' = |a| A 

si A es el determinate de la matriz correspondie-nte a la transformation 
DemostraciOn Llamando A', B\ C' a Ios transfotmados de A. B y C el area 
signada de! triangulo A' B', C es igual a: 


A' = 


1 


v v 
1 7 


W 1 W 2 


donde v* =b’ -a'.w’ =c' -a" 

Como 


v 1 = a n v, * a 12 v 2 


w. = a^ w, + a ?2 w 2 


v 2 * a 21 v 1 +a 22 v 2 


w 2 = a 21 w, + a 22 w 2 


efectuando el caiculo resulta 


A - 2 1^11 ^22 * ^12 ®21) (^i Wj * V 2 W<) = A tA 
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Of 


Homos llama*, d y 4' a las areas signadas para distinguirlas do las 

areas, que son positivas El tecrema se obtiene tomando modules on la igualdad 
anterior 


Lata mula A' - A . A Irene una interpretation inleresanle, porque muestra 
que la transformation conserva la crientacidn de todo triingulo del piano si A es 
positivo y la invierte si A es negativo. 

Igual que con la razdn simple, basta demostrar la propiedad para 
ranstormaciones controafines para que ella sea cierta para las translormaciones 
alines, ya que las traslaciones, siendo isomelrias, conservan las areas Ademas, 
siendo las Iraslaciones translormaciones directas, no cambian la orientation, siendo 

ei Signo del determinante de la parte lineal el que determine si la transformation afln 
conserva o invierte la orientacitfri. 


Invariantes por transformaaones afines Los teoremas antefjore5 y 

-echo do m las afinidades colineaciones biyectivas, nos pormiten enumerar las 
propiedades invariantes bajo tales transformationmes 

a) las relaciones de incidencia de puntos y rectas. 

Eiomplo- si dos rectas se cortan en tin punto, las rectas imfigenes se corlar, en 
el punto imagen. 


b) el paralelismo de las rectas, que results de la biyectividad de las 
transformaciones. 

En efecto: si las imdgenes de dos rectas paralelas tuviesen un punto en 

-mun, este punto debe provenir de un punto comun a las rectas de partida, lo que 
no es posible si son paralelas. 

c) la raz6n simple de tres puntos alineados (Teorema 3) 

d) el orden de tres puntos alineados 

Ya vimos que la conservation de! orden se deduce de la conservacidn de la 
'azon simple. 
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e) la razdn de las dreas de dos figuras triangulables 

El teorema 4 da la relacion entre el area de un triangulo y el area del 
triangulo imagen. Si una figura es triarigulable. es decir, si puede descomponerse en 
tridngulos no superpuestos, la relacidn de las areas dada por el teorema 4 ague 
siendo valida. Entonces, dadas dos figuras del dominio, cuyas areas verifiquen: 

< 5 ^ ' ' 

a- = r siendo <5^ = |A|. A\ , = |A|. A 2 

para las areas de las figuras imageries vale tambien 

d 

1 

—r = r. 

A 

2 

Es decir, se conserva la relacion de areas entre dos figuras del dominio y sus 
figuras imagenes. 

Hay propiedades de las figuras planas que se conservan debido a los 

invariantes a) e). Por ejemplo, la propiedad de ser paralelogramo No se 

conservan, en cambio, las propiedades metricas, como la propiedad de un triangulo 
de ser isosceles o equilatero, la ortogonalidad de rectas, etc 

Hemos visto en ejemplos que una transformaaon afln puede detormar al 
clrculo, transformandolo en una elipse. ^Podra otra transformaaon afln transformer 
una elipse en una parabola o una hiperbola?, Veremos que esto no es posible 
ClasificaciOn afln de las conicas 

Probaremos que hay tres tipos de corneas' elipse, parabola e hiperbola y que 
el pertenecer a uno de estos tres tipos es tambien un invariante afln Podemos probar 
esto en base a las relaciones de incidencia. orden y paraielismo En efecto. para 
toda eiipse existen dos rectas extenores a eila que son paraieias y dejan a la elipse 
en el espacio comprendido entre ellas: 
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Esto no es posible para la parabola ni para la hiperbola Como las rectas 
psralelas son Iransformadas en rectas paralelas y Sstas no pueden encerrar entre 
alias a ninguna cOnica del tipo parabola o hipdrbola, es tmposible la existencia de 
una transformation a,In que a^ique la ollpse en uno de los o*os doe tipos de c«ca 
La hiperbola posee rectas que separan ambas ramas de la curva. de mode 
que un segmento que una un punto de una rama con un punto de la otra contiene on 
m '° dC ' a reC ' a S ' ,uad0 P«> la recta no corta a la hiperbola 



parabola 


No existe tal recta con esta propiedad para la elipse y tampoco para la 


Va hemos visto como g„a elipse puede translormarse por rotaciones y 
traslaciones en otra con centre en el origen y e |es coincidentes con los e,es 
:oordenados. Mediante una transformaciPn lineal del tipo 
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podemos transformer a toda elipse de ecuacion ax 2 + by 2 = 1 en el clrculo x 2 <■ y 2 
= 1 . 

Analogamente, las parabolas pueden llevarse por traslaciones y rotaciones a 
la forma y = a x 2 y una transformacibn del tipo 



las transforma en la parabola y = x 2 . 

Del mismo modo la hiperbola puede llevarse por transformaciones afines a la 
forma x 2 -^ - 1, (Hiperbola equilatera de eje horizontal) 

Como hemes visto en la primera parte del curso, al hacer la clasificaadn de 
las ecuaciones de segundo grado. estas pueden representar tambien corneas 
degeneradas, que pueden ser llevadas por transformaciones afines a los tipos: 

x 2 + y 2 = 0 (un punto) 

x 2 - y 2 ~ 0 (dos rectas concurrentes) 

x 2 = 1 (rectas paralelas) 

x 2 = 0 -(recta doble) 

y la cbnica imaginaria 

x 2 + y 2 = -1 (ningun punto). 

Debido a la conservation de las propiedades de tncidencia. paralelismo y 
orden, tampoco es posible transformer uno de los tipos anteriores en otro, rnediante 

transformaciones afines. 

El clrculo no se distingue en el piano afln, de cualquier otra elipse, ya que en 
este piano no medimos distancias. 

Hemos hablado de piano afln para distinguirlo del piano metrico en el 
que podemos medir con la misma unidad de medida sobre todas las rectas. 
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E&1as distir.ciones surgen a rafz de las ideas de Felix Klein sobee la 
clasificacion de las geometrlas de acuerdo con el grupo de transformaciones. La 
geometrla afin es la que corresponde al grupo de las afir.idades y el espacio en el 
que £stas operan se llama espacio afin. No es fdcil entender este concepto, porque 
en realidad cuando decimos que ciertas transformaciones afines alterari las 
distances, no conservan las conguencias de segmentos, etc,, estamos 
estudidndolas en el piano mOtrico en el que sf podemos medir 

Transformaciones como las de los ejemplos 7 y 8 de transformaciones 
ii.'ioales. por ser biyectivas. son transformaciones que pueden considerarse como 
lales-en el piano metrico, pero no pertenecen a la geometrla mdtrica 

Las transformaciones de la geometrla metrica son las isometrias que 
estudiaremos en el capitulo A. 

En el ApCridice al final del libro damos una definition axiomatica del piano 
afin y derivamos sus propiedades, pudiendose as! apreciar la diferencia con el piano 
de la geometrla euclidiana 

Subgrupos del grupo affn del piano 

Las ttaslaciones far man grupo como ya vim os y tambiOn las rotaciones 
alrededor de un punto fijo de! piano 


No as! las reflexiones, ya que el producto de dos reflexiones es rotation o 


aslacton segun que las recfas de las reflexiones scan concurr antes o paralelas 
Las transformaciones cdadas forman el gupo de las isometrias* que son las 
ansformaciones que conservan la distancia entre dos puntos cualesquiera. 


Si a Ostas agegamos ias homotecias con centro en cualquier punto del 
sano, obtenemos e! gupo de las semejanzas. transformaciones que alteran las 
: stancias en una proportion fija y conservan los angulos. 


Las traslaciones rotaciones y homotecias son subgrupos del grupo de las 
jhaformaciones direotas, mientras que las reflexiones. que no forman gupo. son 
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opuestas o inversas, en el sentido que invierten la orientacidn de las figuras del 
piano. 

En los ejercicios veremos ejemplos de otros subgrupos del grupo de las 
afinidades del piano. 

Ejercicios: 

Ejercicio 1. Dada la traslaciOn T de vector (2,-5) y la transformacion lineal L de 
matrlz 3 ) expresar en coordenadas las transformaciones TL y LT. 

Ejercicio 2. Dada la transformacidn afln de ecuaciones 

x' « 2x - 4y + 1 
y' - - x + 3y - 7 

encontrar la expresidn de la transformacidn inversa. 

Ejercicio 3. Encontrar la expresidn en coordenadas del producto de ia 

transfermacibn S, del ejercicio anterior por la transformacidn S 2 de ecuaciones: 

x' = - x + 3y - 5 
y' = 4x - y + 2 

Ejercicio 4. Dada la transformacidn afln 

x' = x + 1 
y' - 2 x + y + 1 

encontrar las imagenes de los puntos (0,0), (1,1), (2,4), (-1,1) y (-2,4). 

Demostrar que la transformacidn deja invariante a ia parabola y * x* 
indicando el movimiento de los puntos anteriores sobre la parabola, movimiento que 
justifies el nombre de rotacidn parabdlica. 

Ejercicio 5. Demostrar que las transformaciones de matriz 

(a -b) 

; b a j 


a 2 + b 2 =1 
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del 


as 


forman grupo. 

b) Pomendo cos * - a, sen * . b. y llamando R* a | a transformer, 
correspondiente a * encontrar el valor de * q ue corresponds al products R^ R(3) 

c) Pr< * ar t * ue las tazas de los puntos del piano bajo la accibn de este crupo 

son las circunferencias x 2 + y 2 = Xo + y£ ^ upo 

Cjercicio 6. Demostrar que las rotaciones hiperbOlicas H a de matriz 

/a 0 \ 

10 ± a *0 

l a J 

f Orman un grupo monoparametnco cuyas trazas son las hiperbolas x,y = x 0 y 0 
i jerciao 7. Si se define la transformation J a por la formula 

, a 2 

x - x + ay + -^ 

y' = y + | 

DetrJ" 6 T ,rans,0rmacl0ries a,llws f «™n »" yupo monoparamdtrico 
Lemostrar que las trazas son las parabolas x - y 2 - x 0 - y^ 

b) Dibujar las parabolas de la familia anterior correspondientes a los puntos: 
' x o.yo) ■ (1.3), (1,2), (2,2), (3,2), (5,2) 


tiercicio 6 4 Cu4les entre las propiedades enuncradas a continuation son 

P'opiedades afines, es dear, propiedades que son invariantes por transformaciones 

afines?. 

a) ABCD es cuadrilOtero. 

b) ABCD es paralelogramo. 

c) ABCD es un cuadrado 

d) I y I’ son ortogonales. 

e) la curva C es un clrculo. 




f) la recta I estangente alacurva C. 

g) el area del triangulo ABC es el doble del area del trialigulo cl G. 


h) un punto es equidistante de otros dos. 

i) un cuadrilatero tiene dos pares de lados adyacentes iguaies. 

Ejercicio 9. Si en un triangulo ABC el punto P es el punto de interseccion de. 

a) las alturas b) las mediatrices 

c) las bisectrices d) las medianas 

Len qua casos el punto imagen P' tiene la misma propiedad respecto del triangulo 

imagen A' B’ C'? 


Ejercicio 10. a) Si L es una transformacidn lineal y T una traslacidn de vector c. 
demostrar que IT » T L donde T es la traslacidn de vector c * L(c). 

b) Si Hamamos T c a la traslacidn de vector c. mostrar que la formula anterior 


equivale a LT C L' 1 - TL(c) 


Ejercicio 11. Observe las figuras y explique en base a ellas la conservation de! 
punto medio de un segmento por una transformacidn afin; 



Fig. N s 3.21 


Ejercicio 12. Una elipse puede considerate como la imagen de un circulo por una 
transformacidn afin. Las rectas imagenes de dos diametros ortogonales del circuit 
determinan en la elipse dos segmentos que se llaman diametros conjugados de 
la elipse. Probar que: 
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a) Todas las cuerdas de la elipse paralelas a un diametro son bisecadas por 
el diametro conjugado. 

b) Las rectas paralelas a un diametro por los extremos del diametro 
conjugado son tangentes a la eiipse. 



Ejercicio 13. Demostrar quetoda traslacion conserva las combinaciones afines de 
vectores. Es decir, llamando T c a la traslacion, probar gue si x = ua +.pb, a + p » 1, 
entonces T c (x) - orT c (a) + pT c (b), a + p = 1. 

Ejercicio 14. Demostrar gue las afinidades transforman pianos en pianos. 
Indicacion Probarlo para las transformaciones lineales y para las traslaciones, 
temendo en cuenta gue todo piano admite la representation vectorial x = cta + pb + y 

c. tii + p + y = i. 

Transformaciones afines del espacio. 

Igual gue en el piano, ai introducir coordenadas en el espacio asociamos con 
cada punto P una terna (x,. x 2 , x 3 ) de numeros reales o vector de R 3 . 














122 


Las transformaciones lineales del espacio conservan el origen y transforman 
el punto de coordenadas (x 1 , x 2 , x 3 ) en el punto de coordenadas (x 1 , x 2 , x 3 ) donde 

los numeros Xj estbn dados por el sistema de ecuaciones 

x' t x, +a 12 X 2 + a 13 x 3 
\ “ a 2 i ^ +a 22 x 2 + a 23 x 3 
x^ = a 3 1 x, + a 32 x 2 + a 33 x 3 

cuya sintesis es la ecuacion 

x' *Ax,A*(ajj) e M 3 
siendo M 3 el espacio de las matrices 3x3. 

Recfprocamente, toda matriz representa a una transformacibn lineal en la que 
los transformados de los vectores de la base elegida son los vectores columna de la 
matriz. 

La transformacibn lineal es biyectiva, si y solo si la matriz es no-singular, 

El teorema 2 se generalize de inmediato al espacio; 

Teorema 5. Dados tres puntos A, B, C no coplanares con 0, existe una unica 
transformacibn lineal que los aplica en otros tres puntos A', B\ C*. 

No desarrollaremos la demostracibn, ya que es generalizacibn de la hecha en 
el teorema 2. Sblo observaremos que el teorema tiene como consecuencia el: 
Corolario 1 . Si dos transformaciones lineales coincideri sobre tres puntos no 
coplanares con 0, ellas coinciden en todo el espacio. 

Demostracidn . Si llamamos a, b y c a los vectores de posicibn de los tres puntos y 
L 1 , L 2 a las transformaciones lineales, siendo L 1 (a) = L 2 (a), L^b)«* L 2 (b) y L^c) 
= L 2 (c), la transformacibn lineal M = L 1 - L 2 se anula en A. B y C. 

La transformacibn nula envla todos los vectores al cero, en particular 
indicbndola como O(x), vale 0(a) = 0, 0(b) = 0 y 0(c) = 0. Como por el teorema 5 
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hay una sola transformation qua envie tres pantos en otros Ires (en este case 
coincidentes con el origen) debe ser M = 0 y por lo tanto L, = L 2 . 

Corolario 2. Si una transfamacidn lineal tiene Ires pantos fijos no coplanares con 
0 entonces ella es la transformation identidad. 

Demostracion . Es idOntica a la anterior. Efectuela. 

Ejemplo de transformaciones lineales en dimension tres. 

En el espacio. las reflexiones se efeettan en pianos y las rotaciones 
alrededor de rectas llamadas "ejes de rotation". 

No hay -rotaciones alrededor de an panto’ pero si "simetrla respecto de an 

punto”. 


Reflexiones en los pianos coordenados. 






*0 



(V/,2) 


fig. 3.24 

En el piano x.y. las formulas de transformation son 


= x 

'10 0' 

= y matriz 

0 1 0 

1 

0 0-1 


En el piano y,z: 

x‘ = - x 

y' = y matriz 
z’ = z 

En el piano z,x; 


-1 0 0 
0 1 0 
0 0 1 J 


(V,2) 
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X = X 

y' = - y matriz 
z'*z 


1 0 0 | 
0 -! 0 1 
0 0 1 ! 


Rotaciones alrededor de los ejes coordenados 

Si rotamos alrededor del eje de las z, la variable z queda mvanada mientras 
que en cada piano paraleio al piano x.y los puntos rotan en el angulo 0 de rotacion. 
angulo que medimos en el sentido positive: "del semieje positive de las x haoia el 
semieje positivo de las y". 

Entonces la matriz set a 


cos O -sen O 0 


sen 0 cos 0 0 | 
0 011 




Fig 3.25 

El sentido positivo de una rotacion alrededor del eje de las x es de y hacia 
z, yaque | xk = i. 
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is 


Entonces la matnz de la rotacidn alrededor del eje de las x en el Angulo 0 


es: 


'1 0 0 
0 cos 0 -sen 0 
.0 sen 0 cos 0 

Alrededor del eje de las y, como j = k x i, el sentido positivo es "del eje z 
hacia el eje x". 



Pot lo tanto la transformacidn tiene ecuaciones, 

z' = cos 0 z - sen 0 x 
x’ = sen 0 z + cos 0 x 

y' = y 


por lo que la matnz sera 


i 


cos 0 0 sen 0 

0 1 o 

-sen 0 0 cos 0 


Todas estas matrices son matrices ortogonales de determinants igual a 1. 
Ellas pueden escribirse en las formas 
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‘a -b O' 


MOO 

b a 0 


0 a -b 

.001. 


0 b a 


g “b 

donde a 2 + b 2 = 1 y la submatriz ^ ^ a 
correspondiente. 

Simetrfa respecto del origen. 



a 0 b ] 

0 1 0 i 

-b 0 aj 


expresa la rotacidn en el piano coordenaoc 


r-1 0 01 
Matriz 10-1 0 i 

10 0 -1 j 


r -1 01 

Observemos que la submatriz ^ ! expresa un semigiro, de modo que 
considerando la matriz de la reflexion en el piano x.y, podemos factor ear: 


r-i 0 01 

r 1 0 0 1 


'-1 0 01 

10-10 

i 0 1 0 

= 

0 - 10 ! 

[0 0 1 

1 

1 

O 

O 

1 

[ 00 - 1 ! 


es decir, la simetrfa central con centro en e! origen es producto de un semigir: 
alrededor del eje z seguido de la reflexion en el piano x y Este producto es 
conmutativo, Verificarlo. 


Naturalmente, el semigiro puede efectuarse alrededor de cualquiera de ios 

otros dos ejes, cambiando el piano de la reflexion. 

Otra. transformation, que es una semejanza del espacio • euclidiano, es a 
homotecia con centro en el origen: 


Homotecia de razOn k La transformacion 






x' = kx 
y = ky 


keR 















t = kz 

T™' "" ** * a 3, a, ponlo (ka „ k a 3 kaj) 

, n; rec,a " ei ■** y ei pun, ° ** es - * *» ,: 

y W si k < 0. La matriz de la homotecia es 

j k 0 0] 

10 k 0 ! 

to o kj 

Cuando k < 0 ella puede represents como producto de la dilated*, de 

W y * ' a ^ “ nW - * P* « "egaflvo sc des„a„,e. no es m 
ransformacion directa. 

Contraccidn en la direccidn dpi , ,, 

I * Llamaremos contraction en ia direction 
>l e,e z ala transformation de matriz: 

n o oi 
! 0 1 o ! k > 0 
[0 0 kj 

— - * > 1. * expands a, espac, en w de ^ e „ „ ^ ^ 

-- * En cambto, de,a mvanedas las to**. an ,as drecciones de to. 0 , 0S 

** C8mb,a ' a “ ' - ^ * Pcn.o (X , M al e ja de las 2 

Transformers a U na esfera con centro an el eigen « un elipsojde achatado „ 

• <k<1 y alargadosi k> 1 . 



1 ’V* 

ansformaciones afines del espaeio 

Iguaf que en el piano, las transformaciones afines se obtienen agregando las 
aciones. Eri coordenadas: 
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X* 55 3 ^ + 3^2 ^2 + 3-|3 X3 + 

y’ = a 2 i X, +822X2+323X3 + 03 

c' = a 31 X! + a 32 x 2 + a 33 x 3 + c 3 

Si (ajj) - (6jj), 0 sea si A - I tenemos ia traslacidn de vector c - (c^ 03,03), de 
ecuaciones. 

x‘ * x + q 

V = y + c 2 

z‘-z + c 3 

Las afinidades forman grupo, puds si y 3 Ax + c, z « By + d deride c y d son 
vectores, entonces: 

z = SA x + Be + d 

donde Be + d es el vector de una traslacion. 

Como toda afinidad puede ponerse en la forma S = TL, la inversa de S es la 
afinidad S ' 1 = L ' 1 T ' 1 (Ya hemos visto que una afinidad de esta forma puede llevarse 
a la forma T 1 L' 1 ). 

Como las traslaciones son invertibles, la condiciOn para que una 
transformacion afln S - TL sea invertible es que lo sea la parte lineal L, 0 sea, que la 
matriz correspondiente sea no singular. 

La inversa de la traslacidn de vector c es la traslacion de vector - c. 

En cuanto a los invariantes por transformaciones afines del espacio, las 
relaciones de incidencia y paralelismo se conservan, ya que ellas resultan de ser las 
afinidades transformaciones biyectivas que transforman rectas en rectas 
(colineaciones) y que tambien transforman pianos en pianos. (Ejercicio 14 ). 

La demostracidn de ia conservacidn de la razdn simple de tres puntos 
alineados es independiente de la dimension, por lo que las transformaciones afines 
del espacio conservan la razdn simple de tres puntos alineados, el punto medio de 
un segmento y el orden de tres puntos alineados. 
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2 

e 

a 

2 
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La conservation de las razones de areas se convierte en el espacio en la 
conservacidn de las razones de los volumenes de dos cuerpos y sus cuerpos 
imageries. 

El volumen de un prisma de aristas a, b y c esta dado por el valor absolute 
del determinate o producto mixto (a b c), 

Podemos probar el 

Teorema 6. Si L es una transformation lineal de matriz A - (ajj) y a' - L(a), b' - 
L(b), c‘ = L(c), entonces: 

(a’ b' c') = det A. (a b c) 

DemostraciOn . Si A es la matriz 

a 11 a 12 a 13 
a 21 a 22 a 23 
- a 31 a 32 a 33- 

siendo a - (a 1 , aj, a 3 ). b = (b-|, ba, y c = (c, , c 2 , c 3 ) y anaiogas para a\ b* 
y c podemos resumir las ecuaciones que expresan en coordenadas las reiaciones 
a ~ L(a). b - L(b), c' * L(c) en ia ecuaciOn matricial: 


[ a 11 

a 12 

a 13l 

[ a i b, 

C,n 

j a 21 

a 22 

a 23 | 

i a 2 b 2 

c 2 

‘- a 31 

a 32 

a 33-i 

L a 3 b 3 

C3J 


“ * f i‘ 

a, b, c, 


a 2 ^2 C 2 
a 3 b 3 c 3 


Efectivamente, los elementos de la primer columna de la matriz producto son 
as componentes del vector a' y las reglas del producto de matrices dan: 


a i a 11 a 1 + a 12 a 2 + a l3 a 3 

I 

^2 ” ^21 + &22 ^2 + ^23 83 

1 

S S a 31 + %2 % + % 
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Entonces, siendo el determinate del producto de dos matrices igual a! 
producto de los determinates, obtenemos 


det A. (a b c) = (a* b’ c‘) 


que es la tesis. 

Observemos que la transformation cambia la orientation de las ternas de 
vectores si el determinants es negativo, 

Corolario 1 , La relation entre el volumen V del paraleleplpedo de aristas a, b y 
c y el volumen V’ de su imagen estb dada por 


V' = (det A|. V 


DemostraciOn , Tomar mOdulos en la igualdad del teorema anterior, 

Corolario 2 Dados euatro puntos no coplanares A, B, C, D, la razon de los 
volumenes del tetraedro A’ B’ C D’ y el tetraedo ABCD es igual a |det A|. 



fig.3.30 


Demostracidn . El volumen del tetraedro es igual a 1/6 del volumen de! prisma de 
aristas AD = a, BD = b, CD = c. 

En la figura que ilustra e$te corolario sg (a’ b* c'j * sq (a b c) porque los 

tetraedos no estbn igualmente orientados Esto sucede cuando det A < o 
Ejemplo la simetria centra! tiene determinant© A “ ■ 1. Por lo tanto conserve los 
voiumenes pero invierte la orientation: un tetraedo "positivamente orientado" se 
transforma en otro de igual volumen pero “negativamente orientado": 
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Como las Iraslaciones del espacio conservan los volumenes. la razdn de 
volumenes es un invariante afin. 

Observemos tambien que un cuadrado de area uno en el piano o un cubo de 
volumen uno en el espacio lienen como imagenes pa una transfamaddn afln del 
Plano o del espado. respectlvamen.e, a un paralelogamo y a un paraleleplpedo. 
Como la parte lineal de la transfamaddn tiene matrices dilerentes, de acuerdo con la 
base elegida, la constancia de la relacidn de las areas o de los volumenes signados 
estd de acuerdo con la invariancia del determinante de una transformacidn 
lineal . al cambiar el sistema de coordenadas. 

En efecto. la malriz A de una IranslamaciOn lineal en una base se transfama 
a.' cambiar la base en la matnz 

B = C' 1 AC 

donde C es la matriz de cambio de base. 

Siendo det 6 = det C'. del A. det C y como det C' 1 = (del C)' 1 resulta del B 

~ del A. 

Observacidn. Como slempre gue nos referimos a conceptos mblricos. como I, es el 
volumen, suponemos relerido el espado a un sistema ortonormal. 

E^aibir ias ecuaclones de la transfamaddn afln que resulta de electuar 
una rolacidn de do- alrededa del e,e de las x seguida de ,a reflet en e, piano 
*.y y la traslaaon de vector ( 2 , 1 , 3 ). 

La rotacidn de 60' alrededa del eje de las x tiene matriz 


A a 


‘10 0 

0 1 & 

u 2 ' T 

0*1 

u j 2 


La reflexion en el piano x,y tiene matriz 
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B = 


10 0 * 
0 1 0 
0 0-1 


La composiddn da estos movimientos, an al ordan indicado, tiena matriz 


BA = 



Indicando con las letras A y B a las transformadones de matrices A y B, si 
indicamos T a la traslacion de vector (2,1,3) la transformacidn buscada TBA an 


coordenadas se expresa como: 



EJERCICIOS 


fO 2 0 , 

Eiercicio 1 . Dada la matriz 0 0 3 | 

1 ,0 0 0 ] 

lineal que ella representa. Estudiando los 


encontrar el nucleo de la transformacidn 
transformados de los vectores de la base 


candnica, describir la imagen de R 3 por la transformacidn L 
Ejercicio 2. Encuentre la matriz de la transformacidn producto de la rotacion er 
180 s alrededor del eje x por la rotacidn de 180 s alrededor del eje i Interprete, 
Ejercicio 3, Dado el piano it de ecuacidn x: + y ■ 0, encontrar la matnz de ie 
reflexidn o n en ese piano. 

Observacidn : Una rotacidn en 45 s aplica el piano x + y ~ 0 en ei piano x.z, 
Ejercicio 4. Igual que en el eiercicio anterior, hailar la matriz de la refiexidn en e* 


piano x - z = 0. 
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Ejercicio 5. La transfer macidn de ecuaciones 

, _ _ _x x 

V 2 ’ V 2 



z' = -z 


puede expresarse como producto de reflexiones y rotaciones. 

Hacerlo. 

Ejercicio 6. Exprese la matriz 

'2 0 _ 0 ' 

o Vi -i 

_o i Vi. 

como producto de una homotecia por una rotacidn. 

Ejercicio 7. Encontrar las formulas de la transformacidn que consiste en efectuar 
una rotacion alrededor del eje z en 135 s seguida de una homotecia de razdn 4 y 
por ultimo una traslacidn de vector (2, -3, 1). 

Ejercicio 8. Encuentre la expresidn de la rotacion alrededor de la recta x = x 0 , y = 

>o 

Ejercicio 9 El determinate o producto mixto de tres vectcx'es representa el 
volumen de un paralelepipedo, afectado de un signo Explique porque. 

i,Cuales son las transformaciones centroafines que conservan ese signo y 
cuales no?. 


Complemenios 
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Vamos a demostrar, para transformaciones afines dei piano, un teorema de 
existencia y unicidad que generaliza el teorema 2 para transformaciones 
centroafines. 

Teorema 7. Dados tres puntos no alineados A, B, C y otros tres puntos no 
alineados A', B\ C\ existe una transformacidn afln del piano que lleva A, B. C en 
los puntos A‘. B\ C. Esta transformacidn es unica. 

Demostracidn . a) Existencia de S afln tal que S(A) - A', S(B) = B y S(C) = C 


Consideremos la traslacidn T de vector AA\ Entonces T^A’) = A: Sean B" = 
C=T\C). 



Fig. 3.31 


Considerando A como origen de un sistema de coordenadas, sea L la 
transformacidn lineal tal que L(A) = A, L(B) = B" y L(C) = C". Esta transformacidn 
existe por el teorema 2. 

Entonces S = TL es una transformacidn afln tal que S(A) = T(A) = A\ S(B) = 
TL(B) = T(B”) = T.T' 1 (B') = B' y S(C)-TL(C) » T(C") «T T\C) = C\ 

b) Unicidad de S. Si M es un punto cualquiera del piano, tracemos por M 

las rectas paralelas a AB y a AC, que cortan a estas rectas en los puntos P y Q. 
Sean r - y s « pg las razones simples (ACQ) y (ABP). Como toda 

transformacidn afin conserva las razones simples, los puntos P' y Q 
correspondientes de P y 0 verifican (A' C' O') = r. (A 1 B 1 P‘) = $. Estas razones 
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determinan unlvocamente a los pantos P' y O'. Trazando por ellos las rectas 
saraielas a A' B’ y a A' C'. qua son las conespondientes de las rectas por M 
( 0 P»qu«) obtenemos el punto M' que es per lo tanto el correspondiente de M en 
cualquier transtormacidn affn que lleve A, B. C a A'. B' C'. Per lo tanto la 

ransformacidn S de la parte a) de la demostracidn es la unica transtormacidn affn 
con esta propiedad, 



Fig 3.32 



En el espacio, la demostraddn puede hacerse usando pianos paralelos en 
vez de rectas. obteniendose el teorema; 

Teoreroa 8. Dados cuatro puntos no coplanares y otros cuatro puntos no 
coplana.es existe una tinlca at,n,dad que transforms los primeros en los segundos. 
Corolario. Dados dos tetraed os ABCD y A' B' C' D' existe una unica 

transtormacidn afin que aplica un tetraedro sobre el otro, haciendo corresponder los 
vertices de igual nombre. 

Dados tres punlos en el piano. A. B y C. por el teorema 7. existe una alinidad 

n tai que o{A) - A. o(B) = B y o(C) = C siendo C’ un punto cualqulera fuera de la 
recta AB 

Por un argument de conservation de la razOn simple, puede demostrarse 
cue cada punto de la recta AB es fijo en esta afinidad. Usando esta propiedad 
podemos demostrar el 

Teorema 9 ioda transformaciOn affn de! piano puede obtenerse como producto de 
Uha a '' ri ' c,a d con una recta fija por una semejanza. 
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Demostracidn . Sea S la afinidad y A, B, C tres puntos no alineados que pasan 
en A', B\ C\ 



Sea C" un punto tal que el trianguio ABC" sea semejante al trianguio A' B 
C\ Sea o la semejanza determlnada por A, B, C" y A' B' C'. Esta transformation 
existe por el teorema 7. 

An^logamente, sea p la transformacion afin que deja invariada punto a punto 
a la recta AB y transforma C en C". 

Entonces op transforma A, B, C en A', B\ C*. Por el teorema 7 entonces S 

*op, 

Teorema 10. Paratoda transformation afin con una recta invariante punto a punto 
existen per cada punto del piano dos rectas perpendicualres que se transforman er 
rectas perpendiculares per el punto imagen, 

DemostraciPn . Sea £ la recta invariante. M un punto del piano y M' su 
transformado. 

Si MM'iJ entonces las paralelas a £ por M y M' y la recta MM' cumplen 
el teorema. 

Si MM' no es perpendicular a It , sea 0 el punto en que la mediatriz de MM 
cortaa« ( Fig. 3.33) 
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Como la circunlerencia de Centro 0 qua pass por los puntos M y M' corta a t 

an los purttos fijos P y 0 las rectas MP y MO, que son perpendiculares. pasan an 
las rectas M'P y M 1 Q, tambien perpendiculares. 

Corolario En toda transformation a(ln existen por cada panto dal piano dos ractas 
perpendiculares que se transforman en rectas perpendiculares. 

DemostraciOrt Siando S = op, p transformation afln con una racta l„a punto a 
punto, sean e, y (, las rectas ortogonales del teorema 10, e ( y ^ las imagines 

por p, tambien ortogonales. 

Entonces, como la semejanza o conserva los angulos, se tiene ap(^) - 
1 « 

a <V y °P(%) * a (« 2 ) son rectas ortogonales. 

Podemos ahora probar el teorema; 

Teorema 11 T„da transformation afln as el producto de dos compresiones en 
direcciones perpendiculares y una isometria. 

OemostraciOn. Sean Ox y Oy dos rectas perpendiculares, cuyas imageries O’ x' 
y O' y sean tambian perpendiculares Elljanse puntos A y B sobre Ox y Oy. 
Sean A', B' sus imdgenes sobre O' x' y O' y. Sea <o la isometria que lleva 0 a 
O' y los puntos A. B en los puntos A-, B* de O' x' y O' y respectivamente. 

Sean a, y a, las compresiones que Sevan B a B' (compresion sobre O' 
x') y A en A’ (compresion sobre O' y'}. 

Entonces 

S = Ctj 0!^ (0 

En el espacio vale 


S = OCq Otf co 




es deci r, toda transformacidn afln es producto de tres compresiones y una isometrla 
Su prueba es mas complicada Puede hallarse en Modenov: "Geometric 
Transformations” Vol I. 
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APENDICE. Independence afln. Teorema de Oesargues. 

En el piano o en el espacio, si un punto C esta alineado con otros dos A y B, 
sus vectores de posicion deben verificar la ecuacibn vectorial: 
c = or a + p^a + p = 1 

La ecuacion (1) da or a + p b - c = 0, ecuacion cuyos coeficientes verifican 
or + p -1 = 0. 

Reciprocamente, si existen numeros no nulos a , p , y, tales que: 

aa+pb+yc = 0 , or + P + y* 0 
dividiendo por yresulta: 

or p 

c * — a + -- b 
or+0 or+p 

ya que y — - (ot + p). Entonces C pertenece a la recta determinada por A y B. 
(Naturalmente, pudimos dividir por a o por pj, 

Entonces, la condicidn para que tres puntos diferentes del origen 
de coordenadas esten alineados es que existan numeros no nulos a . p , 
y tales que 

ua+pb+yc = o, a + p + y = o. 

En este caso se dice que A . B y C son afinmente dependientes. 




Fig. 3.35 

oi A , B y C no estan alineados, si fuese ora + pb+yc=0 con a + p + y = o 
debe ser y = 0 pues de otro modo C estaria en la recta determinada por A y B. a 
menos que fuese tarnbien a~0 y p = 0. 

Si or * 0 y p * o, siendo y = 0 deberia ser: 
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«a+pb=0 ,a+P=0 

o sea a = - p to que da ot(a - b) = 0 o sea a = b en contra de to supuesto. 

De modo que si tres puntos no est&n alineados, se cumple: 

aa+pb + Y c=s 0. a + p + y - 0 a = p^Y = 0- 

Entonces se dice que los tres puntos son afinmente independientes. 

La razPn de este nombre es que las rectas suelen llamarse subespacios 
afines 6 variedades afines de dimension uno. 

Como hemos visto, la dependencia 6 independencia afin de tres puntos es 
equivatente a que ellos estOn o no alineados. 

Observese que los vectores de posiciOn de los tres puntos. a saber a b y c 
son dependientes en los dos casos, ya que tres vectores del piano son siempre 
dependientes; en cambio, los vectores diferencia de dos de ellos con el tercero son 
dependienes en el caso de dependencia afln e independientes cuando los puntos 
son afinmente independientes. Si tres puntos son afinmente independientes siempre 
son vertices de un triOngulo. En este caso suele tambien decirse que los puntos estan 
’’en posicidn general". 




En el espacio valen consideraciones analogas: cuatro puntos coplan ares de 
los cuales tres cualesquiera no esten alineados. verifican la condicidn, 
aa+pb+YC+8d=0 .a+p+y+S^O 
mientras que si cuatro puntos no son coplanares, es decir. si ellos son vertices de ur 
tetraedo, para sus vectores de posicion vale: 
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«a +(3b +yc +5d = 0 


a + p+ y + 5»0 =>«»p = y a5a 0 , 



A,B,C,D aflnm ent e in d e p en di ent e$ 


,, ^ * 85,03 si ^ 

anaiiticamente. por eje^plo, .a fropiadad da las madanas da an Wngulo; 

Teorema. Las medianas da un tnangulo concarren an un panto. 

Saa ABC al Wngalo. a, b y c ,os vac,«s da posiddt da sas v«cas 

conto ,03 pantos A, B y C son no coli„sa,as, alios s w aflnntanta Indapandentas. 

63 81 PUn '° me * de 8C ' su "«•» da posicidn as b -f?, La madiana par 
A y tVI tiene ecuacidn vectorial. 

*-( 1 -t) a + }(b + c). 

Anaiogamente, ,a madana por B y * panto m ado N da AC tanda acaacidn 
y = (1 -s)b + |(a + c). 

En el punto de interseccidn es x = y . o, sea 

a + 2 (*> +c-2a) = b + |(a + c-2b). 
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Entonces 


a(2 - 2t - s) + b(2s +1 - 2) + c(t - s) = 0 

es una combination lineal de a , b y c con suma de coeficientes igual a cero, 
siendo a, b y c afinmente independientes, debe ser: 

2 -2t-s = 2s + t-2 = t-s = 0. 

Siendo s = t, las dos primeras dan. 

. 2 

Entonces el punto de intersection de las dos medianas tiene coordenadas; 


| (a + b + c) 


Como este punto se obtendla tomando otro par de medianas, Ostas concurren 
en un punto. Es fOcil verificar que este punto esta a distancia del vertice igual a j de 

la longitud de la mediana. 

Hay un importante teorema de incidencia que puede demostrarse en un 
espacio afin con coordenadas. el teorema de Desargues. 

Teorema de Desargues. Dados dos triangulos ABC y A' B’ C' sin vertices 
comunes, si las rectas AA’, BB‘ y CC' concurren en un punto 0, entonces los puntos 
de intersection de los lados AB y A' B', AC y A' C\ BC y B' C' estOn alineados. 

DemostraciOn. Siendo 0 punto de concurrencia de las rectas AA', BB' y 
CC', si tomamos a 0 como centro del sistema coordenado, tenemos 


a a + a' a' = p b + P' b’ = y c + y 1 c' = 0 
a + a' = p + P' = v + Y = 1. 


a a - P b ■ p' b' - a' a' 
P b - 7 c ■ y c' - p’ b’ 
ye - a a * a' a' - y c' 


a-p-p 

p-v-y-P' 

y-a = a‘ -y. 


De aqui 
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Entonces p = , . P ' <>' - tf a' , 

a - p a' - p 1 es e ' vector de Posici6n del punio p, 

mterseccion de las rectas AB y A'.b;. Analogamente 

q _ P b - YC _ _ ft- P' b 

P - 7 ~ p' - y 



Fig 3.38 

y = r = _ ot‘ a' - f c’ 

Y - a “ a r - y .. son ,os stores posicidn de los puntos de 

interseccidn de los otros lados, Entonces 

(a-p)p + (P-y) q + (y-«) r = Q 

es de la forma: 


Xp *pq ♦ vr «0 , X + p + v = 0 

por lo tanto los puntos P, 0 y R son afinmente dependientes, es dedr, estAn 
alineados. 
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La propiedad expresada por el teorema de Desargues es muy importante 
potque, tomada como axioma forma parte de la furtdamentacibn del piano afln y del 
piano proyectivo. 

El teorema de Desargues es un teorema de pura incidencia, ya que sdlo habla 

de concurrence de rectas y alineacion de puntos. 

En el espacio su demostraci6n es puramente sintdtica: dados los tri&ngulos 
ABC y A' B' C' situados en pianos n yi' que se cortan segun la recta la condiciOr 

de ser AA', BB’ y CC' concurrentes en 0 asegura que las rectas AB y A' B' estan er 
el piano de AA’ y BB' por lo tanto se cortan en el punto de intersection de este piano 
con £ y lo mismo vale para BC. B‘ C' y CA, O' A'. 



Fig. 3.39 

Si AB y A' B’ (u otro par de lados) fuesen paralelas, ellas deben ser paralelas a t 
podemos interpretar que se cortan en el punto en e! infinito de £ 






El grupo ortogonal, Isometrias 

Un espacio an el que existe un producto escalar es un espacio mAtrico en el 
que podemos considerar distances y Angulos. Puede hablarse de ortogonalidad de 
vectores, por lo que tambiAn tiene sentido definir: 

Matriz ortogonal por columnas Es una matriz en la que los vectores 

columna son ortonormales. En el piano, la matriz 



es ortogonal por columnas si vale: 


2 2 



a 1t a 12 + a 21 ^22 = 0 


En dimension tres las condiciones de ortogonalidad son; 



3 11 + a 21 + a 31 = a i2 


a 11 a 12 + a 21 a 22 + a 31 a 32 " a 12 a 13 + a 22 a 23 + a 32 a 33 

* a 11 a 13 + a 21 a 23 + a 3l a 33 = 0. 


Si trabajamos con la base ortonormal i, j, k, las formulas expresan que los 
tiansformados de estos vectores forman otra terna ortonormal. 

Las condiciones de ortonormalidad pueden sintetizarse en la fbrmula 


A A = I 

donde A* es la matriz traspuesta de A 
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Entonces A* = A' 1 y tambten AA* = AA' 1 = I, lo que quiere decir que una 
matriz ortogonal por columnas tambi&i as ortogonal por filas, y raciprocamanta, 

Una transformation lineal se dice ortogonal si su matriz es ortogonal respecto 

de alguna base ortonormal. 

Como el producto de dos matrices ortogonales es ortogonal y la inversa 
tambiOn, las transformaciones ortogonales forman grupo: el gupo ortogonal. 

Mostraremos que este g-upo es subgrupo del g-upo mas amplio de las 
isometrlas. 

Definition . Una isometria es una transformation de un espacio euclidiano que 
conserva la distancia entre dos puntos cualesquiera del mismo. 

Recordemos que hemos llamado espacio euclidiano o mOtrico a un espacio 
con un producto escalar, mediante el cual es posible definlr la norma de los vectores 
asociados al espacio y la distancia entre dos puntos A y B como la norma |b - a 
de la diferencia de los vectores de position de los mismos: d(A,B) = |b - a|. 

Toda isometria T es una transformation uno - uno y por lo tanto invertible 
pues si A,B son dos puntos y A' , B' sus imOgenes, entonces d(A'.B') = d(A,B) 
resulta en A ^ B 4==*> T(A) t T(B). 

La inversa T' 1 es otra isometria y el producto de isometrlas es isometria. por lo 
que las isometrlas forman grupo. 

Teorema 1 Toda transformation ortogonal es una isometria 
Demostracidn. Probaremos que una transformation ortogonal conserva los 
productos escalares de los vectores y por lo tanto las normas de los mismos y la 
distancia entre puntos. 

En efecto, si x * x 1 i + x 2 j e y ^ y t j + y 2 j la matriz ortogonal transforma 
los vectores ortonormaies i,j en dos vectores ortonormales f - T(i), g-T(j) que 
son los vectores columnas de la matriz ortogonal, 








Entoncea como <,,> . x, y, ♦ x, y, y T,„ . „ T ,i) * x, T(|,, T(y) » y, T(i, 
* h T(|) o sea T(x) = x, f * x, g, T(y) - y, I. y, g , entonces <T(x), T„ > . y, t 
X? y 2 , ya que siendo f y g ortonormales vale <f,g> = o y <f,f> = <g ig> = 1 Es 
decir: T conserva los productos escalares. 

Siendo |,| = V<»S> las transformaciones ortogonales conservan las ncxmas 
de los vectores. 


Siendo <*P,Q) . |p - ,|. conservan la dislancia entre pantos y son isomelrlas. 

No vale, redprocamente, que toda isometrla sea una transformation ortogonal. 

ya que, al ser una transformation lineal toda transformation ortogonal tiene por lo 

menos un punto fijo: el origen de coordenadas. Sabemos que las traslaciones son 
isometrlas sin puntos fijos. 


Dada una isometrla S, podemos obtener otra isometrla de la siguiente forma: 

S' 0 no es punto fijo para S, o sea si S(0) i 0, consideramos la IraslatiOn 0 

traslaciOn inversa T" es S,0| o. Entonces L . r* S es otra isomefrla 

que de,a fijo al origen 0, ya que, siendo - S(0) el vector de la traslaciOn V' vale r' 

S( 0 ) = r 1 ( s(0)) = S(0) - S(0) = o. 


Entonces S . T.L. donde L es isometrla tal que 1.(0) = 0, Para las isometrlas 
con un punto fijo (que se toma como origen de coordenadas) podemos probar 
Teorema 2. Toda isometrla L con un punto fijo que tomamos como origen de un 
sistema coordenado ortonormal, tiene las propiedades; 

a) Conserva las normas de los vectores. 

b) Conserva los productos escalares. 


c) Es una transformation lineal. 

d) La matriz correspondiente es ortogonal por columnas. 


DemostraciOn 
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a) La norma de un vector v es la distancia de su extremo al origen, igual a |v 
- 0| ■ |v|. Como L es isometrla, vale |L(v) - L(O) * |L(v) - 0| * |v - 0|, 

Luego |L(v)| * |v|, es decir, L conserva las normas. 

b) Para un par de vectores v,w vale | v - w| « |L(v) - L(w)| por ser L 
isometrla. 

Elevando al cuadrado: 

|v - w| 2 = <v - w, v - w> = <v,v> - 2 <v,w> + <w,w> = |v| 2 + |w| 2 - 2 <v,w> 
Anaiogamente |L(v) - L(w)| 2 = |L(v)| 2 + |L(w)| 2 - 2 < L(v), L(w)>, por lo que resulta 
siendo |L(v)| = |v| y |L(w)| = |w| por la parte (a): 

<v,w> = <L(v), L(w)>. 

c) Por conservarse las normas y los productos escalares, la base eanonica se 
transforma en otra base ortonormal. 

Haremos la demostraciOn en el piano para trabajar con menos coordenadas 
Se generaliza de inmediato al espacio 6 a dimensiones mayores. 

Hemos llamado L a la isometrla que deja fijo al origen, por comodidad, pero 
aun no sabemos que L sea lineal; es lo que vamos a demostrar. 

Los correspondientes L(e-j) y L(e 2 ) de la base eanonica son ortonormales, 
ya que por las partes a) y b) del teorema, vale: 

<L(ej), L(ej)> - <ej,ej >- 5jj. 

En un sistema ortonormal si 

x = x i e i + ><2 e 2 , entonces x 1 = <x, e^> y x 2 = <x, e 2 >. 

Como <x, e,> = < L(x), L(e t )> -x 1 

<x, 9 2 > - < L(x), L(e 2 )> = x 2 

entonces en la base ortonormal |L(e f ), L(e 2 )} la expresidn del vector L(x) es: 







3 V 


W> 
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hx lo tanto d transform**) dei vector , . 

wt< * c °mbrr(acion lineal ;•.* + uv . 

component's /Ay + » w ^ t^ene 

(Ax, ♦ fiy,. *x,. f%) es e! vect , 

.. 

E.s decir: 

L l . { ** 4 IW AL(X) 7 fiL(y) 


que expr ess la lineafidad de L 

d) La main? correspondienu- sit»nrin i 

—* ■»* «« - io S ^ ^ - 

de« „• * ba » de part,da. E s 


IMe,) 


t!e i> ! a,, c, + a ; ,, c ? 
i?0 ^ s a 1? e, + a 2? e ? 


/ ” 1 ‘ + * 1 ■ l L ( f! 2)l X + 3 ^ =r 


1 


>' ‘ **<«.>• • a ; , a B *. sen , as cwtoes * 

pw colurimaa Pof lo tamo la marriz de L es oriogona; 

Claslficacidn de las isometrlas del plane 

Porteleoremaa 1 y J que aeabannoi de probar , , 

ortooonpir- , baStd esjucl,ar ^ matrices 

090,,aK w o sea las matrices 


/ a M a U\ 
a 2 1 *17 


C|je cumpfen las contones 


a ii ■* 


- a, 2 + al * i 


a vt a u + 32, 3*2-0 
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Caso a) Si a 22 = 0 por(1) es a 12 *1. porloque (2) - a n * 0 Entonces por 
2 

(l)resulta a 21 =1. Es dear, las matrices que resuitan son cuatro 


,0 U ,0-1, ,0 1 v 0-1. 

M O' VI of V-1 oJ '-1 0/ 


Caso b) Si ^ 0 poniendo a n - c a 22 (3) y usando (2) resuita 
c a 12 + a 21 =0 

(4) 

O S63 * = “ C ^12 

Usando (4) y (3) obtenemos reemplazando en (1): 


, 2 2 . 

cr (a 22 + a 12 ) = 1 o sea 


Entonces. poniendo a^ =a , a 21 »b, obtenemosdoscases: 


c = 1 matriz 


' a " b ' i2 , K i 


(b "a ) 


a' + b‘ « 1 


c = -1 matriz (jf ) , a 2 + b 2 - 1 


Observese que las matrices obtemdas en la parte (a) son casos particuiares de astos 

dos tipos de matrices, obtemdos cuando a = 0. 

/a - b \ 

Ya hemos visto que poniendo a = cos 0, b = sen 0 la matriz ^ ^ a J se 


transforma en la matriz 


/cos <j - sen 0\ 
'vsen 0 cos 0^ 


de la rotacion en el angulo 0. 


Estudiemos ahora la matriz 
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utfli?arido ei rnetodo de los valores propios 
La ecuacion caracterlstica es 


b -a- X 


Como a s + b s = 1 la ecuacion es X 2 -1 = 0 que tiene rafces X 1 =1 y X 2 » -1 

Observation los valores propios reales de una transformation ortoqonal son 

iguales a 1 6 a - 1, ya que debe set |Xv( «= |v| si v es vector propio 

con espondiente a X Fstoda |X| » 1 yporlotanto X vale 16-1, 

Par a X-, = 1 los vectored propios estan dados pa el sistema de ecuaciones: 


(a-1)x 1 by = 0 
bx - (a + 1) y =■ 0 



britonees un vector propio es v, - (a + 1 ,b) 
Para X 2 - -1, tenemor. 



;a + 1) x 4 by - o b x + (1 - a) y - 0 


y 


—^ ■ tambien compatibles 


x 


Un vector propio es (-b srl) * y 3 
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Los vectores Vj y v 4 son ortogonales como es facil comprobar Por !o 


tanto son vectores linealmente independientes y pueden tomarse como base do R ? 


En !a base jV|, v 2 } en la que el "nuevo ojo x" es la recta do direccion v 1 la 

transformacibn toma la forma; . 


\ 


\ 



T(Vj) « v, 1 v, + 0v 2 

T(v 2 ) « - v 2 •-* 0 v 1 + (-l)vj 


con rnatriz 



Fig 4;1 


Esta rnatriz represents la reflexion en el "nuevo e|e x". es decir, en la recta de 
b 

ecuacion y = a ~ f y x. 

Teniendo en cuenta que las traslaciones ion tambieri isometrlas, tenemos: 
Teorema 3. Toda isometria del piano es el producto de una rotacidn y una 
traslacibn o bien es el producto de una reflexiOn y una trasiacidn. 

En el primer caso el determinants de la parte lineal es igual a t. por lo que ta 
transformation es directa (no cambia la orientaaon de los vatices de un tnanguio). 
mientras que en el segundo es opuesta e invierte la orientaaon. 




0 



Fig.4.2 


Ejemplos 
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n 


sen 


1 - La matriz 

V3 


V3 

2 

1 


j/3\ 

2 

1 

2 


representa una rotacion en un Angulo <j> tal que 


(p = y cos ^ ~ 2 0 sea <? = S| 0 s <p < 2 ji 


2.- La matriz 


/1 \/3\ 
2 2 
V3 1 
2 2 / 


es !a matriz de la rotacion en el angulo (p tal que sen 


l/3 1 n 

<])=•- 2 ■ cos ^2 de modoque p + 2kn El anguloentre 0 y 360 8 es - 


+ ?.n - 5,, del cuarto cuadrante. 


3 - La matriz 


/i \g\ 
2 2 
£ i 
2 * 2 / 


se obtiene de la matriz del ejercicio 1, 
multiplicandola a derecha por la matriz de la reflexion en el eje "x": 


n £ 



£\ 

2 ' 2 

1 0; 

2 

2 

V3 1 

0 -1 / = 

v'3 

1 

2 2 J 


1.2 

' 21 


4 - Mostrar que la matriz ^ ^ puede hallarse efectuando la rotacion de 

matriz ' y luego la simetria respecto de! eje x. Ilustrar. 
trasformaciones unit arias Las isometrias con un punto fijo no son las unicas 


transformaciones tineales con determmantes de modulo 1. 

/k 0 


Va encontramos |a transformation de matriz 


q 11 cuyo determinants es 1. 
’ 


que no es isometria. 


CO/ SJ 
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Es decir, las isometrias no son las unicas transformaciones tineales que 
conservan las breas, ya que, siendo M' = M . |A| segun el teorema ya visto, toda 


transformacibn lineal con matriz de determinante igual a 1 6 -1 tiene esa propiedad 


(El circulo unitario y la elipse de 
semiejes k, jj- tienengual brea) 



Las transformaciones con |A| -• 1 se llaman unitarias 


Isometrias de! espacio 

Como en el piano, las isometrias son las transformaciones que conservan ia distance 
euclidiana. La demostracion de ios teoremas 1 y 2 se generalize de inmedialo . de 
modo que las isometrias del espacio son productos de traslaciones v 
transformaciones ortoaonales 

Las reflexiones en pianos y las rotaciones alrededor de rectas son ejemplos 
de transformaciones ortogonales 

Clastficacion de las isometrias del espacio Dada una transformacion 

ortogona! (a t j), observemos que en dimensibn 3 el polinomio caracterist»co 


a ir X a 1z a 13 

a 2i a 22~^ a 23 
a 31 a 32 a 33*^' 


•= - X 3 + m + n + r = 0 


debe tener por lo menos una raiz real, y que las raices complejas, si ias hay son 
numeros complejos coniugados, puesto que si /.? es compiejo debe aparecer A* 

corrio raiz, ya que Ios coeficientes m.n y r son reales. 

Adembs. todo valor propio X de una transformacion ortogor.a! debe cumplii 
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iU*)|"jA| |x| — jx| per !o que |AJ = 1 

Emonces todo valor P-opto real de una transformation ortogonal es igual 
a 1<5-1 

Sea A - (ajj) una matriz ortogonal 

Sea X, un autovalor real y v, un vector propto correspondiente con jv,| = 1 
El vector v, puode totnarse como primer vector de una base ortonormal | v, v 2 , 

v 3 l donde v 2 y », ; ,uede n obtenerse por el metodo de Gram-Schmidt La matriz B 
Je la isonietrla en esta base, es tambien ortogonal y, stendo B( v,J -A, ,, = b „ v, * 
Vj + b 31 v 3 debe ser 

b ti 4 ^-i, b 21 


0 soa 


-5 k 

W 31 

*0 



B * 

(h 

b i2 

b 13 

0 

b 22 

b 23 


10 

b 32 

b 33 


siendo B ortogonal. B r B -1, eritonces 


B , B(v 1 )-» 1 -B T '(?g 1 »,).*, B T { Vl ) 
B T (v,) =. 1 - v,, 


os dear 


Como A, es igual a 1 o a -1 entonces ~ 

Ai 

= a, v t b t2 =b I3 =o. 


L i y B' (v,) = v, + b 


J 12 v 2 


J 13 w 3 


De mode que- 

( *1 o o \ 
B " | 0 b 22 b 23 

0 b 32 b 33 j 


donde B * (? 22 

V°32 


b 23\ 

b 33 j es ortogonal. 










B represents entonces una isometria de $c . en nuestro caso eri e! piano y,z, 
debido a nuestra eleccibn de v 1 como primer vector de la base 

La dasificacion de las isometrlas de ${* que hicimos antes nos dice que B 
es de una de las formas: 


/a - b' 
a 1 


a) IT " j rotacion (en gener al sin valores propios reales, salvo cuando b 


* 0 en cuyo caso a es 1 6 -1} 

b) [p _ g ) reflexidn con valores propios 1 y -1 y dos vectored propios 
ortogonales 

Cambiando otra ve? la base, en este caso la matri7 B es de las formas 


(A, = 1) 


n o o\ 

/1 o 0\ 

r 1 0 0 ) 

/-I o o 

0-101 

■010: (X, =- 1) 
io o -i / 

0-10} 

0 10 

v° o 1 / 

0 0 1 

lo 0 -1 


que representan reflexiones si solo hay un valor propio igua 1 a -1 y totaoioner 
(semigiros) si hay dos signos menos 
En e! caso (a) aparecen 


, 1 0 0 
().-]) 10 cos 0 - sen $ 

I 0 sen (j* cos p j 


rotacion 


-1 0 0 

(}_--]) I0 cos 0 ‘ sen 0 1 « 
0 sen 0 cos © / 


-1 0 0 
0 1 0 

.0 0 1 


I 


0 0 


10 cos © - sen © 
■ 0 sen ©. cos © 


rot 


5C! pn alrededor del eje X (en e! piano y.z) seguida de reflexion en e! mismo 


piano 


Entonces enunciamos este teorema: 







IU 
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Teorema a: Toda isometria de con u „ fjjo 9S una m 

rotaciOn o bier, una rotaciOn seguida de reflexion en el piano ortogonal al eje de 
rotacidn. 

Artzy llama a estas ultimas "reflexiones rotatorias''. 

Como toda isometrfa es producto de una trasladdn por una isometria con al 
menos un punto fijo, las isomelrtas son transtormaciones alines cuya parte lineal es 

de uno de los tres tipos mencionados en el teorema anterior, en un sistema 
coordenado adecuado. 

Ejemplo; 

/'I _0 0 \ 


cs una reflexidn rotatoria, ya que 


o 

o 

» 

fl 0 0 . 

\h • a A 

/% V C, y / 


IS 

o ^ 

o 

» 

; 0 1 o 

o - 2 - y 

* 

n _ it 

U 2 2 

o - v - 2 & 

r 2 2 / 

[001; 

rs V 2 V 2 

r 2 “2 / 



el piano de reflexion es el piano y.z. 

Ejercicio Demuestre que la simetrla central es reflexidn rotatoria. 

Complemento 

Teorema 5: Toda isometrla de $:? es el producto de a lo sumo cuatro reflexiones 
en pianos, 

Demostracibn. Como toda transformacion afin del espacio esta determinada por 
los correspondientes de 4 puntos no coplanares (Teorema 7) del Capitulo 3, sean 










A, B, C, D, cuatro puntos “en position general” y A’, B'. C’, D’ sus correspondientes 
en la isomelrla. 



Fig. 4.4 


Sea ^ el piano bisector del segmento AA' La reflexion o t en n 1 transforma A er 
A’, B en B 1 , C en C 1 y D en D r conservando las distancias entre esos puntos 
Si B, * B', sea n 2 el piano bisector de B 1 B‘ Como A' equidista de 6 1 . 
B' t entonces A' e n 2 y la reflexion o 2 en ji 2 deja invanado a A' y transforma 6. 
en B'. C t en C 2 y D 1 en D 2 

Sifuese B 1 - B* proseguimos con C 1 y C\ etc Tanto A'como B' equidistar 
de C 2 y C, per lo que la reflexion o 3 en el piano bisector n 3 de C 5 O’ ios deja 
invariados, ya que pertenecen a n 3 Esta reflexion ileva C 2 a C y D 2 a 0 3 
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a D, . O' el proceso termtno y la isometrla as products da 3 reftexiones. 
urta) si D } » D la reflexion o, an el piano bisector n t del segmento D. O' 
Plano qua com, ana a A", Er. <?. as una cuarta reflexion, tal qua al producto n. - , 
d, transforma al fetraodo A B C D an el tetraedo A' B'C'D' 

Pot la unicidad antes mancionada, la isometria dada coincide con el producto 
de las cuatro reflexiones. 


Movimiemos rfgidos Al igual que an el piano, las transformaciones de 

determ,name negative no pueden efectuarse por un desplazamiento efactivo de la 
figura en el espacio. 

En el caso de las isometrlas de determinante positivo. es posible llegar a la 

posicion final por un tal movimiento. Tanto en el piano cotno an al espacio, si 

consideramos las rotaciones alrededor de pun,os (respectivamente, ractas) y las 

traslaciones, el conjunto tornado por las transformaciones que consign en efeduar 

un numero finite de productos de Iransformaciones da los dos tipos anterioras forma 

un grupo, que es el sub grupo de las isometrlas diraclas Este gupo se llama 

tambien grupo de movimientos rlgidos debido a qua al resultado final pued, 

oblenerse per un desplaaamianto efactivo o movimienlo qua llava cada figura initial a 

la figura Imogen, maraeniendo la conguencia de la figura initial en cada etapa del 
movimiento 

llustra.Tios el caso de la traslacion y de la rotation alrededor de un panto, en el 
pletno. Piense como serlan los movimientos en el espacio. 









160 



8 ' 


Movimiento del triOngulo ABC hasta coincidir con la imagen A' B' C’ dot la 
traslaciOn AA'. 



Movimiento de giro. 

En ambos casos, cada posiciOn intermedia se alcanza por una transformation 
del mismo tipo: traslaciones de vector AAA', 0 *), s. 1, rotaciones en Angulo /.0. 0 * 
Ail. 


Ejercicios: 

Ejercicio 1 . Determinar los autovalores y subespacios de vectores propios 
correspondientes a las transformaciones de mafrices; 


n i 

14 1 


2 4\ 

(1 2,1 


(2 4 ) 

0 21 


a ) I a i i b) (7 o I c) 

Ejercicio 2. Demuestre que 0 es autovalor de una transformation lineal si y solo 3 
ella no es biunlvoca. 
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Ejercicio 3. Demostrar que las matrices diagonals y las matrices triangulares 
tienen autovalores reales, que aparecen en la diagonal tantas veces como su 
multiplicidad como raices del polinomio caracteristico. 

Ejercicio 4. Dar una condicibn suficiente para que la matriz 



sea diagonalizable. 

Ejercicio 5. Si la transformacibn lineal L: R 2 - R 2 tiene un autovalor real X, y v, 
es un autovector para A.,, demuestre que puede hallarse una base en la que la matriz 
sea de una de las formas siguientes; 



indication La ultima coresponde a una raiz doble con subespacio de vectores 
propios de dimension uno. 

Ejer cicio 6. En el caso de la matriz del tipo 



cualquier vector v 2 independiente de v 1f autovector correspondiente a X,, forma 

con bste una base en la que la matriz tiene la forma triangular superior, con diferentes 
valores para c. 

0 Verificarlo para la transformacibn de matriz 

! 2 A ) 

(° 2 } 

tomando las bases: 

a ) v 1 = (1,0) , v 2 = (1,2) 

b) v-, = (1,0) . v 2 = (-2,3) 
i!) Explicar la razon de este hecho. 

Ejercicio 7. Encontrar los autovalores y subespacios de vectores propios para la 
transformacion L de matriz 
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2 0 0' 

2 2 2 
|4 2 -1 

Ejercicio 8. Demostrar que ia matriz 

|1 -1 3 
!o 1 2 
(0 0 1 

no es diagonalizable 

Ejercicio 9. Sean n, y ji 2 dos pianos paralelos. Con un sistema conveniente de 
coordenadas podemos considerarlos como pianos de ecuaciones 2 = 0 ,. z = c 2 
Escriba las ecuaciones de las reflexiones o n y Gj^. Ilustre y demuestre que 0 n ' 0 
o ni es una traslacion. 

Ejercicio 10. Encontrar el vector de la traslacion 0 ^ 0 0 ^ si el piano n, tiene 

ecuacion -4x + 6y - 5 = 0 y n 2 tiene ecuacion 2x - 3y + 1 = 0 

Ejercicio 11, 

a) Dados los pianos de ecuaciones n 1 : y + 2x - 3 * 0 , n 2 : y + x - 3 ® G 

encontrar las ecuaciones parametricas de su recta de interseccion 

b) Determinar el Angulo de la rotacibn o n ^ 0 o n< 

Ejercicio 12. Segun el teorema de clasificacidn de isometrlas en R 3 , una isometrla 
que tiene por lo menos un punto fijo es una rotacion, con determinante positivo ur»a 
reflexidn 0 una reflexion rotatoria, bstas ultimas de determinante negative. Diga a cual 
de los tres tipos pertenece la transformacion producto de: 

a) dos reflexiones en pianos concurrentes 

'O' ' . 

b) tres reflexiones en pianos concurrentes 

c) dos rotaciones alrededor de rectas concurrentes 


Ejercicio 1 3. Si la matriz 

/a b, 
lb -a j 


a* + 


b 2 = 1 


de la reflexidn en la recta de ecuacidn y 


a + 1 


x se escribe en la forma 


i cos (J) sen 0 1 
[sen 0 -cos <j>j 


/Vc^ 
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i,que relacibn hay entre 4> y la inclinacion 9 de la recta? 

Ejercicio 14. Si todos los autovalores de la matriz (a,j) de una isometria de R 3 son 

reales ccuales son las transformaciones representadas por clichas matrices? 
Ejercicio 15. Si la matriz: 


c 0 0 ] 
0 a b | 
0 b -aj 


a 2 + b 2 * 1 


representa a una isometria. 

3.) cCuales son los valores que puede tomar c? 

b) cQue transformacidn representa la matriz anterior de acuerdo a estos 
valores de c? 

Ejercicio 16. Probar que la matriz 


representa a una isometria. Esa isometria ^es directa u opuesta? 
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Aptiuice. 

Autovalores y auto vector es. En los ejemplos del Capltulo 3, observamos que 
algunas rectas pa el origen son invariantes en dertas transfamadones lineales, pa 


ejemplo, en la dilatacibn de matriz u toda recta pa el origen se transforms en s( 


misma. Esto no quiere dear que las rectas sean invariantes punto a punto sino que la 
imagen de todo punto (x,y) es un punto de la misma recta (kx, ky). 





Fig. 4.7 


Uamando T a la transfamaddn anteria, tenemos T(a,b) = k(a,b). 

Nos intaesa encontrar vectaes v y numeros reales X, tales que T(v) = X v, v * 0, 

para cualquier transfamaddn lineal T de un espado vectorial en si mismo 
Trabajaremos en R 2 y R 3 , aunque la teorla es general. 

Definiddn . Dada una transformacibn lineal T, un vecta v se llama vector propio o 
autovector deTsi v * 0 y existe un numero X, tal que T(v) = Xv. B numero X se 

llama valor propio o autovalor deT. 

Teorema 1. Los autovectaes correspondientes a un autovala faman un subespado 
En efecto, si v 1 y v 2 son autovectaes correspondientes al autovala X, entonces 
T (v, + v 2 ) - T(v,) + T(v 2 ) - Xv, + Xv 2 = X(v t + v 2 ) T(av) * a.T(v) - a(Xv) = X(av), 
formulas que nos dicen que el conjunto £(X) de vectaes propios correspondientes af 
vala propio X es "cerrado" respecto de las operadones del espado vectorial V en <jje 
estemos trabajando. Pa lo tanto £(X) es subespado de V. (En nuestro caso V es R 2 c 

R 3 ). 

Pa ejemplo, para las dlatadones els.e. estodo el piano R 2 . Para halter 

los numeros X y los vectaes propios correspondentes, observemos que 






® 2 i ^ 22 ) (y) = (x y] P roc * uce el m ' smo efecto sobre el vector que el producto 
(X 0 


por la matriz escalar 


0 X 
'X 0 
(0 X 


X x 

* y 


Por lo tanto, la diferencia de las matrices 


/®u a 12 \ 

, f 10 ) 

l a 21 a 22j 

y M 


eit caso de 


existir un vector v = tal que T(v) = X(v), lo transforms en el vector 0. 0 sea 

air* a 12 m /0\ 
a 2 i a 22 -Xj \V \®J 

La teorla de las ecuaciones lineales nos dee que esta ecuaddn admite soludones 

dferentes de a solucidn trivial (q) cuando el determinante de la matriz sea igual a cero. 


La ecuadOn 


0 = 


a ir* a 12 
a 21 a 22 ”* 


= X 2 - (a^ + 822 ) X + (a^ 822 * a 12 82 ^ 


nos dd los valores propios de la transformaddn, siempre que admits soludones reales. 
Se llama ecuacidn caracterfstica de T. 

Hallado X, las soludones de la ecuacidn 


(A-XI)v - ., X,-X(J?)-^) 


son los vectores propios. 
Ejemplo 1. La transformation 


fx 1 = x + y 
ty’ = 2y 


tiene matriz ^ 2 
si el determinante 


).u 


ecuaciOn 


1-X 1' 

0 2-X 


yj = (qI tend'd soluadn v = (x,y) * (0,0) 


1-X 1 

0 2-X 


= X 2 - 3X + 2 = 0, tiene ralces reales Las ralces de esta 


ecuacidnson 1 y 2. 

Para X = 1 obtenemos 
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Como el valor de x no aparece, 6ste es arbitrario. Las soludones son del tipo 
(x,0). Entonces, un vector propio es el vector (1,0) y los dem&s vectores del subespacio 
£(1) son multiplosde (1,0) = v v 

£(1) es el eje de las x, que permanece invariado en esta transformaddn (punto a 
punto, puesto que X - 1, es decir T(x,0) = (x,0). 

Para X = 2 : 

(o 2 2 - 2 ) ■ (0 0 ) 

( 0 0 ) (y) * ( 0 ) ^ la ecuaci6n - x + y " °> 

osealarecta x = y. Por lo tanto el vector v 2 -(1.1) verifica T(1,1) = 2(1,1). 

Verifiquemos: 

(;;)(!) -©-»(!) 

La recta y = x tambten es invariante por esta transformaddn, pero no punto a 
punto. Ella es £(2). 

Veamos un ejemplo en IR 3 : 

Ejemplo 2. 

Sea T : [R 3 -»IR 3 de matriz 


A = 


/I 1 0\ 
0 2 0 
1 -1 2 


det (A-XI) = 


1-X 1 0 
OHO 
1 -1 2-1 


= 0 


La ecuaddn caracterlstica es (1 - X) (2 - X) (2 - X) * 0 con ralces X, »1, X 2 -2. (raiz 
doble). 

X = 1 . A(v) = v = (x.y.z) es el sistema de ecuadones 
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x + y = x 

I 2y 

I x - y + 2z = z 

La segunda se cumple sdlo si y = 0. 

I Reemplazando en la primera resulta la identidad x - x. Reemplazando an la 

tercera resulta x = - z. 

De modo que los vectores propios son de la forma (t,0,-t) * t(1,0,-1). 

I v, = (1,0,-D es autovector y el subespacio £(1) es la recta generada per este vector. 

I '?(1) = {tv 1 ;teR} 1 

X='2. A(v) = 2v 

x + y = 2x 
2y = 2y 
x - y + 2z = 2z. 

I La primera da x = y, la 2 s y la 3 a se satisfacen trivialmente (la 3 a si x = y), de 

I mode que todos los vectores de la forma (x.x.z), x y z arbitrate, son vectores propios. El 
subespacio <?(2) es el piano de ecuacidn x = y. 

Poniendo x = 1, z = 0, 

I el vector (1,1,0) = v, es vector propio. Poniendo x = 0, z = 1. el vector v 3 = (0,0.1) es 

I tambien vector propio para X - 2. El piano x - y puede obtenerse como |s(1,1.0) ♦ 

t(0,0,1), s, te R} = £(2). 



Podemos reunir estos resultados haciendo una tabla: 
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Valor Propio 

Vectores propios 

dm. £(A) 

1 

K1.0.-1) 

1 

2 

sn.i.o) -mco.0.1 ) 

2 


Teorema 2. Si JL 1t X 2 ,...X m son vaiores propios diferentes de la transformaddn T: V-* V 
y Xi, x 2 .... Xm son vectores propios para el correspondents valor entonces el 
conjunto Xi, x 2 .... % es independiente. (Naturalmente, dm V = n * m). 

Demostracidn Por inducddn. El vector propio x 1 es independents, ya que per 
definicidn x 1 *0. 

Supongamos que la propiedad es cierta para k -1 vectores. Entonces si 

otiXi +a 2 x 2 + ...+ot| M X| M +akXk = 0 0 

aplicando T resulta 

■Ra, x, +... + jq« + «k Xk) = 0 

o sea 

a, X, X! +... + an X|m X|h + a k ** x* = 0 (1) 

Multiplicando (*) por X^. 

XfeX! +... + «k-i Xk^ + «k>*Xfe = 0 (2) 

Restando (2) de (1): 

a, (X ! - X\t) X! +... + aH - 0. 

Por la hipdtesis inductiva los vectores , Xj.-Xk son independentes, per lo tantc 
oti (Xi - A. k ) = oe 2 (X 2 - X k ) «...^a k -i(a*-i'*k) =0. Como *j-*k*°< » i < k puesto c^e 

los vaiores propios son dferentes, entonces 

=a 2 =... =«k-i *0. 

Reemplazando en (*) se obtiene 

OfeX^-O 
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que, puesto que * * 0 implies <* « o. Entonces la validez de (*) implica 


0t t * ... Ojf a 0 


Por lo que x 1( ... , x* es un conjunto independiente. Per indueddn queda probado 


para los m vectores. 


Corolario. Si una IransformacirSn T : R" R" liene „ valores propios 
difarentes. entonces los vectores propios correspondientes ferman una base de R„. 

Nota . Como R" es un espacio vectorial real, nos referimos a valores propios reales, 
Efemplo 3. Los vectores propios correspondientes a la matriz (J J) sc (1i0 ) para «l 
valor propio X 1 -1 y (i ( i) para x 2 -2. 

Elios son mdependientes y por lo tanto pueden tomarse como base de R 2 d Cuai 
es la malriz de la transformation en esta base?. 

EHa es 2 j , es decir, una malriz diagonal, ya que vale el: 

Teorema 3. En una base de vectores propios la malriz de una transfermaadn lineal es 
diagonal, con los valores propios en la diagonal. 

Demostracidn La haremos en R 3 aunque es vdlida en cualquier R" 

Sean X,. A*. A 3 los valores propios y supongamos que, si alguno es ralz multiple 



vectores propios indepen dientes igual a 
tomarse 3 vectores propios linealmente 


T ( v i) = *i v, + 0v 2 + 0v 3 
T(v 2 )=0v 1 + v 2 + 0v 3 
T(V 3 )» 0 v t + 0v 2 + * 3 v 3 . 


Entonces la matriz tiene columnas (X h 0,0), (0, X 2 , 0) y (0,0, X 3 ) o 


y (0,0, X 3 ) o sea, es la matriz 


diagonal 


/Ai 0 0 \ 

0 X 2 0 
1° o X 3 ) 


en la base de vectores propios, En esta malriz algunos X, pueden coincidr. 
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El problema es que no todo valor propio que sea ralz multiple tiene sufidentes 
vectores propios. En ese caso, la matriz no es diagonalizable. Tampoco lo es si hay 
ralces complejas del polinomio caracterlstico. 

Ya hemos usado este teorema en la clasificaddn de isometrlas en el piano, en que 


a b 
b - a 


se transforma en la matriz 


la matriz 



en una base de vectores propios. 

En el caso de valores propios complejos la matriz no es diagonalizable, en el 
campo real. 

Resumiendo: en el caso de valores propios reales, si alguno es ralz multiple de la 
ecuacidn caracterlstica, de multipliddad k, puede suceder que la dimension del espado 
£(X) sea menor que k, es decir, que no existan k vectores propios linealmente 
independientes. En ese caso la matriz no es diagonalizable. 

Ejemplo 4. La transformadOn de matriz 



tiene ecuacidn caracterfstica (1 - X) 2 = 0 y por lo tanto X = 1 es ralz doble 

da las ecuadones 



x + y = x 

y * y 


la primera de las cuales se satisface s6lo si y = 0. £(1) = {t(1,0), t g R{ es decir, es el eje 
de las x. El vector e 1 - (1,0) es vector propio. Al no existir otro vector propio linealmente 
independiente de e 1t la matriz no puede diagonalizarse. 



es una matriz triangular en cuya diagonal aparecen los valores propios 


(Ver Ejerdcio 3). 


£ 













Ejemplo 5. Lamatriz A = 


/I 1 0^ 
0 2 0 
1 -1 2 
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tiene valores prop) os 1 y 2. 


Al valor propio 1 corresponde el vector propio V}= (1,0,-1) (Ver ejemplo 2). 

El valor propio 2 es ralz doble del polinomio caracterlstico y posee dos vectores 
propios v 2 = (1,1,0) y v 3 = (0,0,1), que son linealmente indepeneSentes. El conjunto ¥ t , 
v 2 , v 3 es independiente. En la base de R 3 formada por estos ires autovectores la matriz 
de la transfer macfen es la matriz diagonal: 


/I 0 On 
0 2 0 
\0 0 2j 

(Si llamamos B a esta matriz y C a la matriz de cambio de base, se tiene B = C' 1 A C). 
Ejemplo 6. La rotacidn ^ g j tiene autovalores complejos dados por la ecuacidn 

X 2 - 2 a A. + 1 =0, por lo que no tiene vectores propios reales a menos que a sea 16-1. 
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CAPITULO 5 


El piano proyectivo. Recta y espacio proyectivos. 

Si consideramos los rayos del sol que inciden sobre una superficie relativamente 
pequena de la Tierra, podemos considerarlos paralelos, debido a la lejanfa de la fuente 
luminosa, el sol en este caso. Si ellos proyectan una figura situada en un piano sob ~ 
otro piano, la correspondencia entre puntos del primer piano y el segundo tiene - 
propiedad de conservar el paralelismo de las rectas: es una transformation afin llamada 
proyecciOn paralela 

Si la figura proyectada es un tirculo, su proyecciOn sera una slips©, cuya lorn 
varia segun que el Ongulo entre los pianos sea mayor o menor. 


z 



x 


Fig. 5.1 


Si la fuente luminosa se encuentra cerca de los pianos, en cambio. los rayos que 
emite no pueden ser paralelos, pues todos pasan por la fuente o centro de proyeccio- 
Este tipo de correspondencia se llama proyecciOn central 
Una fuente luminosa situada en un punto L. por lo tanto, no transformara . e 
general, rectas paralelas en paralelas. 

















El borde circular de una paritaila de lampara da una sombra ellptica sobre el piso 
y una de forma hiperbdlica sobre una pared prdxima. 

La iigura ilustia la sombra de un circulo. por los rayos de una lampara L. cuya 
aitura es igua! al diametro del circulo: 



Observamos que los rayos que pertenecen al piano horizontal por L, que cortan ai 
piano que se proyecta en la recta especial o. son paralelos al piano de proyeccion y por 
lo tanto no determinan puntos en el mismo. 

Dos rectas por A. no paralelas, se transforman en rectas paralelas. 

La sombra del circulo, en la figura, es una parabola, ya que el circulo tiene un 
solo punto A sobre o. 

Si nos limitamos a un piano por L, la correspondencia asocia a puntos de una 
recta del primer piano puntos de una recta sobre el segundo, pero no hay 
correspondiente para el punto de interseccibn de la recta con o, 

Podemos considerar la proyeccibn central en un piano: los rayos que parten de 0 
cortan a una recta £ en un punto P y lo proyectan sobre un punto P' de otra recta t. EsTa 
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operaci6n de proyeccibn y secci6n tambien se caracteriza por existir un punto E E * sir 
correspondiente en jf y un punto I e t que no pt oviene de ningun punto de .6: 



Fig.5.3 

La correspondence se llama "perspectividad'' de centro 0. 

La perspectividad es una correspondence "proyectiva" entre las rectas S y a 

Ella no es biunivoca. Observando que si nos acercamos al punto 16* en uno u otrc 
sentido nos alejamos indefinidamente sobre £ , nace la idea de completar la recta I con 
el "punto en el infinito" y asignarle el punto I e f>' como correspondiente. Andlogamente. 
ai punto E e£ corresponde el punto en el infinito de 

Obsdrvese que las rectas "se cierran" al agregaries un punto en el infinito y que 
al ser as! completadas, la correspondence establecida entre ellas pa- proyeccidn 

seccidn es una correspondencia biunivoca. 

La recta completada con el punto en el infinite se llama lecta pioye^tiva 

espacio proyectivo P 1 de dimension uno. 

Si se eligid un sistema de abscisas en la recta cm un origen 0 y una unidad 
medida, a ningun valor x de la abscisa corresponde e! punto en el infinito. 
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Para poder representarlo. introducimos las coordenadas homogeneas, poniendo 


Enforces. si X * 0. al punto de abscisa x corresponden los pares (ax,. Xx 2 ) para 

todo X * 0. 

Un misrno punto de la recta esta representado por infinites pares (Ax 1 , Xx 2 ). por 
eso elios se llaman coordenadas homogeneas de la recta proyectiva. 

Sabemos que los pares de numeros reales, forman el piano cartesiano. y los de 
forma (,7x 1 , Xx 2 ) estan sobre la recta de pendiente 


Xxo x 2 1 


Xx 1 *i x 

El par (0,0) no representa a ningun punto de la recta proyectiva pues no se 
puede dividir 0 por 0. 

En cambio, los pares (x,, 0) representan al punto en el infinite de P 1 



Es decir: obtenemos un "modelo" de la recta proyectiva o espacio proyectivo de 
dimension 1, identificando los puntos de cada recta por el origen del piano o espacio 
afin de dimension 2. con excepcidn de (0.0), 

Podemos decirlo de otro modo: en el conjunto R 2 - (0.0) definimos una relacion 
de equivalence (x,.x 2 ) ~ (y, y 2 ) si exists a*0, talque y, * Ax,, *= ^ yj l- as clases 

de equivalencia son las rectas por el origen (0.0), sin este punto. El conjunto de las 
clases de equivalencia se llama espacio cociento de R“ - (0.0) per la relacion de 
equivalent y se iuoica * (u,U)/~ 


















176 


Como hay una correspondence biunlvoca entre los puntos de la recta y las 
clases de equivalencia, incluyendo el "punto en el infinito” de la recta, podemos deer 
que 


P 1 =R 2 -(0,0)/ - 


lo que equivale a identificar la recta proyectiva con dicho espacio cociente, 

El conjunto de las rectas per el origan as un "modelo" de la recta proyectiva, 
Cortando con una eireunferencia con centro en el origen obtenemos dos puntos 

sobre cada recta; 



'*< 


Fig.5.5 


Estos puntos estan identificados en la relacibn de equivalencia, de modo que 
obtenemos otro "modelo" de P 1 ; la eireunferencia con los puntos opuestos identificados 
Como una deformacion continua puede transformar la eireunferencia en u^ 
cuadrado, si identificamos los puntos opuestos de un cuadrado (cortes con rectas por e 
centro del mismo) obtenemos otro "modelo" equivalente: 


/ 



a. 

Fig.5.6 


Si tomamos la semicircunferencia e identificamos sus extremes obtenemos or: 
modelo, que es una eireunferencia (Topologicamente, toda curva cerrada simple "es' 
una eireunferencia, o sea; una deformacibn continua transform'd' una en la otra). 
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s 

r 



Simple signifies; sin aufointersecciones. 


Este modeio nos muestra una diferencia esencial con la recta affn; en 


affn existe el orden: siempre puede deeidirse si un punto B esta entre otros dos 
No es asi en la recta proyectiva; 



la recta 
A y C. 


Si B estuviera entre A y C, igualmente D tendria esta propiedad «j,cual de ellos 
es el que esta "entre" A y C?. 


El concepto de orden no sirve, hay que reemplazario por el de se parac idn . as! : 
B y D separan a A y C. 

No desarrollaremos este concepto aqui. el alumno interesado puede encontrarlo 
en el libro de Coxeter: "The Real Proyective Plane". 

Pasaremos ahora a!: 


Plano proyectivo. As! como completamos la recta agreg&idole el punto en el 
mfimto, podemos completar el piano afin agregando la recta en el infinito. 

Al completar as! al piano, cada recta de el tiene un punto en el infinito; su 
mterseccion con la recta en el infinito de! piano. Podemos imaginarla como una enorme 
circunferencia con los pares de puntos identificados en el punto en el infinito de tedas las 

reefas paralelas en el piano afin subyacente. En el piano proyectivo no hay rectas 
paraieias; ellas se cortan en un punto en el infinito. 

Con esta completacidn. la proyeccion central de un piano sobre otro se 
tt ansforma en una correspondencia biyectiva. 

Si m el piano m introducimos coordenadas afines {x,. x 2 j y luego coorder,adas 

homogeneas (z 1 ,z 2 ,z 3 ) tales que 
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*1 


x 2 


siendo z h z 2 , z 3 numeros no todos nulos, la relacion 


(az 1 ,az 2 ,?.z 3 ) ~(z 1 ,z 2 ,z 3 ) , X*0 

es una relacidn de equivalence en R 3 - 0, siendo 0 = (0,0,0). 

Cada clase de equivalence es una recta por el ongen, sin el punto (0,0,0) 

Todos Ios puntos de una recta de R 3 representan al mismo punto del piano 
proyectivo, que indicamos P 2 , incluyendo los puntos de (a recta en el infinite, 
representados por las ternas (x t , x 2 ,0). 

Una ecuacidn lineal 

a 1 z 1 + a 2 z 2 + a 3 z 3 = 0 

si a t y a 2 no se anulan simultaneamente, represents a la recta de ecuacidn afin 

a 1 x 1 + a 2 x 2 +a 3 =0 
Si a 1 = a 2 = 0, a 3 # 0 se obtiene 
z 3 = 0 

que es la ecuacidn de la recta en el infinito. 

En el espacio, la ecuacion a 1 z 1 + a 2 z 2 + a 3 z 3 = 0 represents a un piano por el 

origen. Entonces: los pianos por el ongen de *R 3 son las rectas de P 2 

Estas consideraciones nos llevan a definir 
pj. R 3 • o 

espacio cociente de R 3 - 0 por !a relacidn En forma semejante a lo hecho para ia 
recta proyectiva, cortando las rectas por el origen de R 3 con una esfera con centre en el 
origen. obtenemos un modelo del piano proyectivo, que es la esfera con los puntos 
antipodales identificados, Un "sistema de representanfes" del espacio cociente son los 
puntos de la semiesfera con los puntos opuestos del horde identificados. Una 
deformacidn topologica la convierte en un circuio con sdentificacidn de los puntos de 
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borcte. TambiOn per deformation topoldgica podemos convertirlo en un cuadado con los 
lados opuestos identificados. 





~.A 


J 



Por deformacion continua obtenemos tambten las superficies; 



Fig. 5 9 

Al identificar los pantos opuestos del borde nos quedan suparpuestos los 
segmentos con uno y con dos tildes. 

3 Es la unica }orm a de hacerlo en R 3 , pues en reaiidad no es posible "sumergir" P 2 
en R 3 como superficie sin autointef secciones. 
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Estas consideraciones. que sc refieren mSs bien al aspecto topoldgico. y otras 
referentes a 0 tras superficies, pueden encontrarse en el Capitulo IV: "Topologla" de 
libro "Geometria e Imagination" de David Hilbert y S. Cohn-Vossen. 

^Cu&l es la diferencia fundamental entre el piano afin y el piano proyectivo?. 

En el piano affn hay rectas que no se cortan: las paralelas. En el piano proyectivo 
dos rectas siempre tienen un punto en comun, no hay rectas paralelas. 

Si quisidramos definir axiomaticamente al piano proyectivo, entre los axiomas de 


incidencia estarlan los dos siguientes: 

a) Dos puntos determinan una unica recta. 

b) Dos rectas determinan un unico punto. 

Estos axiomas son "duales" en el sentido que cambiando en uno de 



palabra punto por la palabra recta y recta por punto se obtiene el otio 

Por lo tanto, podemos decir que en el piano proyectivo los elementos ’recta > 


"punto" son duales. 

El axioma: "existen un punto y una recta que no son incidentes" es autodual 
Entonces. si es valido un teorema, como e! de Desargues. por ejemplo. : 
proposition que se obtiene de el intercambiando "punto" por "recta" es tarnbien u- 
teorema valido. Esta propiedad se llama principle de dualidad 
Transformaciones. El grupo proyectivo. 

Las coiineaciones de! piano proyectivo deben ser transformaciones que aplique' 
pianos por el origen de R 3 en pianos por el ongen Por lo tanto tendran que sr 
transformaciones lineales en las coordenadas homogCneas 


Z 1 * an Zi + Sl2 z 2 + a 13 Z 3 
Z 2 * 321 Z 1 + a 22 Z 2 * a 23 z 3 

I 

5= a 31 Z 1 + 332 ^2 + ^3 


con determmante no nulo 
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En coordenadas afines corresponded a las ecuaciones: 

x ‘ „ a 11 x 1 * a 12 x 2 * a 13 

1 + a 32 x 2 + a 33 

x ' _ a 21 X 1 + 3 22 *2 * a 2 3 

2 ^31*1 + 3 32*2 + a 33 

mal llamadas transformaciones bilineales. 

Obs6rvese que la recta de ecuacion. 

®31 *1 + 83} X 2 + 833 * 0 

se transforma en la recta en el infinite z == 0. 

3 

< 

Si = z 3 la trasformacion es una transformacion afin. ya que al transformar la 

recta en el infinite en la recta en el infinite, transforma rectas paralelas en rectas 

paralelas. 

i 1 

Si z = z 3 , el sistema de ecuaciones se transforma, dividiendo pa - z 3 = z , en: 

3 3 

*i = a„ x 1 + a 12 x 2 + a 13 

* 2 ~ a 21 *1 + a 22 *2 + a 23 

que es una transformacion afln, en el piano afin que se obtiene quitando al piano 
proyectivo la recta en e! infinito 

El grupo de las afinidades es el subgrupo del grupo de las proyectividedes 
formado per las transformaciones proyectivas de la forma 

Z 1 = a 11 z i + a 12 z 2 + a 13 z 3 
z 2 “ a 21 Z 1 + a 22 z 2 + a 23 z 3 




2 3 “ 2 ’ 
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El espacio proyectivo. 

Del mismo modo en que se defmieron ei piano y la recta proyectivos. puede 
definirse ei espacio proyectivo de dimensidn tres, ag-egando el piano en el infinito a 

espacio afin de dimension tres, 6 como: 

p 3 . FTjlO 

con la relacidn ~ definida en forma analoga a los casos de dimension mencr. 

Complemento. 

Las geometrfas. Hemos estudiando las propiedades que permanecen 
invariantes en las transformaciones afines: incidencia, orden, paralelismo, punto medio 
de un segmento, etc. 

Las isometrlas. ademas de estos invariantes. conservan las longitudes y los 
angulos. 

Es decir: si en vez del grupo de las afimdades consideramos el subgrupo de las 
isometrias, obtenemos mas propiedades invariantes y, por lo tanto, una geometria mas 
rica, ya que contiene mas teoremas, 

Estas consideraciones llevaron al matematico Felix Klein a proponer como 
definicidn de Geometria la siguiente: una geometria es el estudio de las propiedades que 
permanecen invariantes bajo un determinado grupo de transformaciones. 

En su programa de Erlangen, propuso estudiar estos invariantes. As! se 
enriquecio la Geometria al estudiarse diversos grupos de transformaciones. 

Los grupos que nosotros hemos estudiado en los cursos de Geometria son; 

1) yupo de las isometrias. 

2 ) grupo de las semejanzas. 

3 ) grupo de las afinidades. 

4 ) grupo de las proyectividades. 
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cada uno de ios cuales puede ser considerado como subgrupo del siguiente, aunque 
esto puede ser objetado si se consideran actuando sobre espacios diferentes. Las 
geometrias correspondientes a estos grupos se llaman: 

1 ) geometria metrica 

2 ) geometria elemental b equiforme 

3 ) geometria afin 

4 ) geometria proyectiva. 

Cuantas mbs transformaciones tiene el grupo, menos teoremas contiene la 
geometria En ese sentido la mbs rica es la geometria mbtrica, en la que vale e! teosema 
de Pitbgoras, le sigue la geometria equiforme 0 geometria de la semejanza, en la que 
no se conservan longitudes pero si bngulos y en la que puede hacerse la teoria de las 
proporciones. 

Por fin. la geometria proyectiva es geometria de pura incidencia, todos sus 
teoremas, como el de Desargues, expresan relaciones de incidencia de puntos y rectas o 
de rectas y pianos. 


Perspectividades entre rectas 

La aplicacion de una recta fi sobre otra ft que se obtiene trazando todas las 

rectas del haz con centro en un punto 0. no situado sobte ninguna de ellas, puede 
considerarse como proyeccidn do Ios puntos de p desde e! punto 0 y secctOn con P 


{Figure 5 . 3 ). 

Es el tipo mbs simple de proyectividad y se llama perspectividad. 

Demostraremos que toda transformaciOn proyectiva entre dos rectas puede 


factorearse en dos perspectividades, a menos 
transformaciOn proyectiva de una recta sobre si 
perspectividades. 


que ya sea una perspectividad, V toda 
misma, es el products de a lo sumo tres 
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Este producto no es unico, en cada caso hay infinitas maneras de obtener !a 
proyectividad como producto de perspectividades. 

En la recta proyectiva, basta dar Ires puntos de la misma y los tres puntos 
imbgenes para determinar una unica proyectividad en la que los tres primeros pasan en 
los tres ultimos, 

No haremos la demostracibn, que depende de un invariante proyectivo llamadc 
"razon doble" de cuatro puntos alineados, que no vamos a tratar en esta breve 
introduccion a los espacios proyectivos. 

Naturalmente, debido a la homogeneidad de las coordenadas, una misma 
proyectividad esta representada por diferentes matrices. 

(Si A es una tal matriz, AA representa a la misma transformacibn proyectiva). 

Pero sigue siendo vblido que: dados 3 puntos de una recta proyectiva y sus tres 
correspondientes, existe una unica proyectividad que apiica la primer terna sobre 
la segunda. 

Entonces. si ias rectas J! y £ estan en correspondencia proyectiva, podemos 

probar: 

Teorema. Toda proyectividad entre dos rectas e y g es el producto de dos 
perspectividades a lo sumo. 

Demostracion . Sea T una proyectividad de t sobre ?. rectas que eventualmente se 
cortan en I. 

Sean A,B,C tres puntos diferentes de J6 y A', B', C' sus imageries en la 
proyectividad. (Ver figura). 

Los puntos AyC' determinan una recta m. Sea U el punto de interseccion de 
las rectas BB' y CC' 
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Fig. 5.10 

Consider emos la perspectividad T, de cenlro U entre las reclas * y m . E || a dsja 
mvaname al punto A y transforma B en un punto B, e m y C en C. Es decir: 

T i(A)»A , T l( B) = B 0 . T l( C) =C. 

Iguafmente, la perspectividad T 2 de centre V manda A en A', B 0 en B’ y deja 
invariado a C' que es punto de interseceion de m yjf. Es decir: 

T 2 (A)=A' , T 2 (B 0 ) =B‘ , T 2 (C') = C'. 

T J " PerSP8CtlV ' <faden ' re m ^ ^ 10 <*"*> 1 Pf«*K<0 T 2 T, es una proyec.lv,dad 
entre .e yj? tal que: 

T 2 Ti(A) =A',T 2 T i( B) = B',T 2 T i( C) = C'. 

Como hay una sola proyectividad qua transforme A.B.C en A 1 , B', O’ debeser T . Tj T, 
y cjueaa demostrado e\ teorerna. 

Corolario. Toda proyectividad de una recta sebre si misma es producto de a lo sumo 
Ires perspectividades, 

Oemesfracidn Sea T : * * una pyoyecMdad. Tomemos una recta , dfeen.e de ( 

y consideremos una perspectividad S: « - r. con centre en un punto cualquiera A no 
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perteneciente a nia £. Entonces ST es proyectividad de t sobre y como S' 1 : S' 
- it tambien es perspectividad, y por el teorema anterior ST es producto de dos 
perspectividades, T - S' 1 ST es producto de tres, 

Para P 2 vale que toda proyectividad entre dos pianos es producto de a io sumo 3 
perspectividades y de cuatro si la proyectividad es de un piano sobre s! mismo. 

Ejercicios: 

Ejercicio 1. Encuentre las coordenadas homogeneas de los puntos de P 2 (en el 
modelo obtenido completando el piano afin): 

a) el origen. 

b) el punto del eje x 2 que corresponde a la recta en el infinite. 

c) el punto con coordenadas no-homog£neas (-1.2). 

Ejercicio 2. ^Cuales son los puntos impropios de los coniuntos siguientes del piano 
afin completado? 

a) x - 2 y * 4 

b) x 2 + y 2 - 2x = 0 

c) x = y. 

Ejercicio 3 . Clasifique las siguientes afirmaciones segun sean eudideas. afines o 
proyectivas (aqui euclidoo signifies mdtrico): 

a) ABCD es un cuadriiatero. 

b) sus lados son iguales. 

c) sus Angulos son rectos. 

d) los lados opuestos son paralelos. 

e) sus diagonales se bisecan. 

f) el punto E esta dentro de ABCD. 

g) los lados son tangentes a una cdnica. 








187 


Ejercieio 4 . En el piano icu&\ es la figura dual de; 

a) los vertices de un triangulo, 

b) los puntos de una recta. 

c) cuatro rectas no concurrentes tres a tres?. 

Ejercieio 5. Si un paraboloide hiperbblico tiene ecuacion 

~ .2 2 
2 x 3 = x 1 ■ x 2 

encontrar su ecuacibn en las coordenadas homogeneas del espacio proyectivo que se 
obtiene agregando el piano en el infinito al espacio afin de coordenadas (x 1 ,x 2 ,x 3 ), 
Ejercieio 6. Mostrar que la transformacion proyectiva: 

X,=Zi 

X2-Z 2 

V2 V2 

X3 38 2 £3" 2 ^4 

X -^7 Z 

X 4 - 2 z 3 + 2 z 4 

convierte a! paraboloide del ejercieio anterior en un hiperboloide de una hoja. 

Ejercieio 7. Las matrices A y cA representan a la misma transformacion proyectiva. 
Explique la razon de ese hecho 


I* 
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Reduccidn de la ecuacidn de segundo g^ado. 

Ecuacion general de segundo grado en tres variables. 

Es la ecuacion 

At Xi + A 2 x 2 + A 3 x 3 + 2B 3 x 1 x 2 + 2B 2 x, x 3 1 2B 3 x 2 x 3 +0^, + C 2 x 2 + C 3 x 3 + D = 0 
Las superficies representadas por esta ecuacion se llaman cuadneas. 

Si C, = C 2 = C 3 = D = 0 , el polinomio homog£neo 

A 1 x^ + A 2 x 2 + A 3 x 3 + 2B^ Xi x 2 + 2B 2 x^ x 3 + 2B 3 x 2 x 3 
puede escribirse: 

f A j B 1 B 2 ; x, 

(Xi, x 2 x 3 ) | B, A 2 B 3 ! i X 2 1 = <x,Ax> 

’ LBa B 3 A 3 j Lx 3 J 


si A es la matriz anterior. 

La matriz A es simetrica por lo que pomendo A, = y B 1 * a 12 ,B 2 * a 13 6 3 - a 23 

el polinomio puede escribirse 

3 3 

I I aij*i*i ■ V a |i 

1*1 j = 1 

Para matrices simetricas vale el teorema: 

Teorema. Todos los autovalores de una matriz simetrica son reales. Los autovalores 
correspondientes a valores propios diferentes son ortogonales. Si un autovalor tiene 
multiplicidad k, existen k autovector es ortogonales entre si correspondientes a el. 
Corolario. Toda matriz simetrica es diagonalizable (Ver demostracion en el ap^ndice 
Aplicando el teorema a la ecuacion general de segundo crado en tres vanabics 


vemos que. en la base formada por los vectores propios ( 


en el caso de un aiitovsi- 
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multiple se toma una base de autovectores ortogonales de 3(1)) la matriz tiene forma 
diagonal: 

"A, 0 0 ’ 

0 a 2 0 

-° 0 Aj_ 

con lo que la ecuacion toma la forma: 

-, 2 - 2-2 ' 

A, X, -t a 2 x 2 +a 3 X 3 < C 1 X, +&J x 2 +c 3 x 3 + d = 0 

en la que hernos designado otra vez x,. x 2 , x 3 a las variables 

(Observes? que siendo los autovalores ortonormales la matriz de cambso de base 
es ortogonal) 

Pueae suceder que algunos c, sean nulos. Si algtin c, es diferente de cero y el 
coeficiente A,- de xf es diferente de cero, la trasladdn 


permite elimiriar ese termino de primer grado. 

Es dear, por el metodo de completacion de cuadrados, podemos eliminar los 

lerminos de primer grado correspondientes a las variables que aparecen entre los 

terminos de segundo gado. En cambio, si un autovalor es nulo no puede eliminarse el 

termino de primer grado en esa variable. 

Es decir la ecuacion puede ser reducida a la forma.: 
k n 

1 *i*j ♦ X Ei x i + V-0 (k^n) 
i=i i=k+i 

por traslacidri 

Si k = n no aparece terminos lineales, si algunos ftj son distintos de cero. 
poniendo 
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podemos hacer el cambio de variable 

n |A; n 

*k+i = X ^ s X 

i»k+i \/E|xf i*k+i ^ 


W 




La division por p. se efectua con el fin de que la matriz qu« 
Con este cambio ia ecuacion se reduce a: 


Cases 


X X i x i + n*fc +1 + v = o 

i=i 


k 

(') X x f " 0 • 0 < k i n , X\ * 0 

i=i 


k 

(ii) X Mi + Y* 0 . Y* 0, 0 < k i n 
i=i 


k 

(iii) J Xjxj 2 + }xx k+ i * 0 , |i*o. 

i »1 

En el caso (iii) se efectua otra traslacibn en la direccidn del 
el t&rnino constante y. Llegamos as! a la: 


Clasificacion afm de las cuadricas. 


Siendo n ■ 3 y considerando constantes positivas a,b,c,d 


resulte sea orotogona! 


eje xj? +1 para eliminar 


obtenemos los cases 
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Case (j) 

si de aeuerdo a los signos de los autovalores X \: 


2 2 2 

ax 1 + bx 2 + cx 3 =0 cono imaginario con v&lice ( 0 . 0 , 0 ) 


ax? + bx 2 - cx? =0 


cono eliptico 


sLk. r_2 


*■ 2 

ax 1 + bx 2 ~ 0 recta ( 0 , 0 .x 3 ), intersection de pianos imaginarios 
2 2 

ax 1 - bx 2 =0 dos pianos concurrentes 


si k * 1 


a x i * 0 piano doble x 1 « 0 


Case (ii) 


ax? + bx? + cx 3 - d 

ax? + bx? - cx? ' = d 


elipsoide (si d < 0 elipsoide imaginario) 
hiperboloide de una hoja 


Case* (Ilf) 


ax? - bx? - ex? = d 

hiperboioide de dos hojas 

ax? + bx? = d 

cilindro eliptico 

ax 1 - bx 2 =d 

cilindro hiperbolico 

2 

ax, =<j 

dos pianos paralelos 

ax? + bx 2 « cx 3 

paraboloids eliptico 

2 2 

ax 1 - bx 2 s cx 3 

paraboloide hiperbolico 

3X* - CX 3 

cilindro parabdlico 
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Elipsoide 



Hiperboloide de una hoja Hiperboloide de dos hojas 



Cono Elfptico 


Paraboloids Eliptico 


Paraboloids Hipsrbdlico 



uimcro Eliptico 


uinncro Hiperbolico 


unnaro Paraboiico 


Fig. 5.11 

La ciasificacion de las cbnicas y de las cuadicas en el piano y espa 
proyectivos es m£s sencilla ya que su ecuacidn es homogenea. 
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Clasificacidn proyectiva de las cdnicas. La ecuacidn de segundo yado; 

3 11 X ? + 3 22 ^ + 2 a i 2 X 1 *2 + 23 13 X 1 + 23 23 ><2 + ^3 * 

$e concerts al pasar a coordenadas homog^naas an !a acuacion homoganaa; 
3 11 A '* a 22 X 2 + a 33 ^ + 2a i2 X 1 ^ + 2a i3 X 1 X 3 + 2a 23 X 2 S = 0 

o sea 

3 

.? a ij x j x j " 0 ■ a jj = a jj 
i,)=i 

Al dlagonalizar la matriz simetrica (ajj) la ecuacion en las nuevas coordenadas es: 
A 1 xf + l 2 *1 + X 3 X 3 = 0 

si ningun A, es cero. 

Si las Xj tienen igual signo esta ecuacidn sdlo representa a (0,0,0) que no es 

punto del espacio proyectivo. Es la cdnica imaginaria. 

Si algun Xj tiene signo diferente de los otros 

A, X-j ♦ Xj X 2 = “ Xj Xj 

poniendo a * X 1 > 0. b = X 2 > 0, c = - X 3 > 0 
la ecuacion 

2 2 2 
axj ♦ bx 2 - cx 3 

representa la elipse az^ + bz 2 = c en coordenadas afines. 

Es decir, desde el punto de vista proyectivo sdlo hay una cdnica no 

degenerada: la elipse. 

Si algunos valores propios son cero se obtienen las conicas degenera das; 

2 2 

a *i * bx 2 = 0 rectas imaginarias 
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2 2 

3 x-| - bx 2 =0 dosrectas 
2 

ax! = 0 recta doble 


Si o representa a la recta en el infinito, de ecuacidn x 3 - 0. interpretando las 
intersecciones de cada cbnica con la recta en el infinito: 



es decir. poniendo x 3 = 0 . obtenemos: 

(i) no hay intersection 

(ii) hay dos mtersecciones 

(lii) hay un punto de mterseccion. 

fcn e! piano afm cjue se obtiene quitando la recta en el infinito, ia primer cornea es 
una elipse, la segunda una hiperbola y la tercera una parabola 



Fig, 5 1? 


ClasificaciOn proyectiva de las cuadricas 


(Xi, X 2 . X 3 . X4) " (AX^. AXj, AX 3 , AX^) 
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4 4 

°“Z l v, x l' a ii = a ji 

pi 

Por las propiedades de las matrices simetricas, en coordenadas referidas a una 

base de vectores propios ia cuadrica puede escribirse, si no tiene valores propios nulos, 
como: 

Vi fX 2 X 2 + ^3 X 3 + =0 

Si todos I os Xj son del mismo signo, como la n-upla (0,0, 0 , 0 ) no pertenece a P 3 
la cuadrica es imaginaria. 

Si un Xj tiene signo diferente, cambiando eventualmente el orden podemos 
escribir la ecuacion en la forma: 

Vi *\4 + A 3 X 3 ' ^ 4 x 4 =0 

que represents a un elipsoide. 

Si hay dos con signo negativo, tenemos 

X t xj + X 2 x 2 - X 3 X 3 - X 4 x 4 =0 

queesun hiperboloide de una hoja. 

De mode que, cuando A * X, X 2 X 3 X 4 * 0 , sblo aparecen estos dos tipos de 
cuadricas. 

Si algun valor propio es cero y i(0) tiene dimension 1 ; 

V? Vx' + X 3 x 3 =0 

represents pianos imaginarios si los Xj tienen igual signo. 

Si uno de ellos tiene signo diferente de los otros dos, la ecuacion: 

^'1 X 1 + Xj x 2 - Xj X3 =0 

representa al cono elfptico 

Si dim G( 0 ) * 2 aparece como cuadrica solo 

Xj x, - X 2 Xj =0 


que representa a dos pianos, 
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>. 2 

Si dim 6(0) = 3, la ecuacion X 1 x 1 = 0 da pianos coincidentes. 


Entonces, en el espacio proyectivo s6lo hay dos cuadricas no degeneradas, ei 
elipsoide y el hiperboloide de una hoja, cuyas posiciones respecto del piano en ei 
infinito >q = 0 estan indicadas enlafigura; 



La figura eorrespondiente a! hiperboloide de una hoja, se entiende major si se 

dibujan dos copias del piano en el infinito ^ = 0. 

Es lo que hace Efimov en el libro "Linear Algebra and Multidimensional 
Geometry". Reproducimos su figura; 



Fig 5 14 
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Esta figura muestra que el hiperboloide de una hoja es de tipo toroidal es decir. 
es un toro o rosquilla. 

El paraboloid© hiperbdlico es tarnbibn de tipo toroidal. E! Ejercicio 6 ya resuelto 
muestra la equivalence proyectiva de! paraboloid© hiperbOlico con e! hiperboloide de 
una hoja. dado que la transfermacion proyectiva que alii se da convierte uno en el otro. 


Ejercicio. Explicar la figura de ia pagina anterior. 


Ejemplo. Reducir la funcion cuadratica 

4x 2 + 4y 2 + 4z 2 - 4xy - 4yz - 4zx - 5x + 7y + 7z + 1 = 0 
y demostrar que representa a un paraboloide eliptico. 

La matriz asociada es: 

[ 4-2-2 ] 

I -2 4-2 I 
i -2 -2 4 j 

y ia ecuacion caracteristica 


4 -X -2 -2 
-2 4 -A -2 
- 2-2 4 - A 


= A 3 - 12 . A 2 + 36 = a(A-6) 2 - 0 


Los autovalores son 0 y 6 b-ste ultimo rai/ doble El calculc de autovectores y su 


normaiizacibn do 
I 


f. 


y:> 


( 1 , 0 ,- 1 ) 


1 


(1.-2.1) 


1 


(j'Airi.n 

v 3 


12 ” A 

de mode que. Ilamando (y,. v 5 . va,) a las variables en la base f,. f 2 y f 3 . la formula de 


eambio de variables es. 
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X ] 

y ! 

z I 


_L _L 

V2 V6 V3 

0 '4; ~r 
V 8 V 3 

4 _L J_ 
V2 v6 /L 


Vl] 
'h ! 
h J 


Reemplazando en la ecuacion obtenemos: 

o 2 12 10 0 

6yi + 6y 2 - y 1 - ± y 2 + ± y 3 +1=0 

v £ •/ 0 v -3 

Completando ios cuadrados obtenemos las formulas de la traslacion 

I 1 V3 

z i “ h-..n , z 2 = y 2 - , z 3 = y 3 --y 

V & vb 

En las nuevas variables la cuadrica tiene ecuacion 

6z 1 + 6 z 2 + 3y3 z 3 - 0 

que es la ecuacion de un paraboloide ellptico. 



Ejercicios: 

Ejercicio 1. Encontrar ia trasnformacion afin que aplica la elipse j- + \ = 1 80 13 

, X 2 y 2 

oq,.se si + Te = 1 

Ejercicio 2. Er „ar la transformacidn afin que aplica la parabola y = ^ x 2 en ia 


I 


c 

* 
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Ejercicio 3. En el espacio afln, demostrar que el cono de vbrtice (0,0,0) y cuya 
directriz es la parabola y = x 2 del piano z = 1 es un cono ellptico. 

Indication: rotarlosejes y.z en 45°. 

Ejercicio 4. Como en el ejercicio anterior, mostrar que el cono de vbrtice en el origen 

y directriz y 2 - x 2 = 1 en el piano z = 1 es tambibn un cono ellptico. ^QuO reafirma este 

resultado en relation con la clasificacibn afln de las cubdricas?. 

Ejercicio 5. En el espacio afln, usar el mbtodo de reduction de la ecuatiOn cuadrbtica 
para transformer la ecuatiOn 

x 2 - 2x - 2yz = 0 
e identificar la cubdica. 

Ejercicio 6. Redutir la ecuatiOn cuadrbtica 
3x 2 + 3^ + Sz 2 + 2xy = 1 

de modo de identificar la cubdrica que ella representa. 

Ejercicio 7. Encontrar las ecuaciones canbnicas de las siguientes cubdricas: 

a) 4X 2 + 9^ + 6Z 2 + 4yz + 8x + 40y + 20z + 34 = 0 

b) 2X 2 + 8xy + 8xz +8y* + 16yz + 8Z 2 -8x + 17y- 17z + 4=0 

c) 4xy - z 2 -1 = 0. 





APENDICE 1 


El piano affn: 

Introduction: La extraction de dos diferantes geometrias a partir de 
Euclides. 

" Euclides reuniO el material para los Elementos de diferentes fuentes, no es 
sorprendente que de sus iibros puedan extraerse dos geometrias autocontenidas que 
difieren en sus fundamentos lOgicos: conceptos primitivos y axiomas. 

Ellas se conocen como Geometrfa Absoluta y Geometrfa Afln. 

Puede decirse que la geometria absoluta es geometrla sin la hipOtesis de la paralela 

unica. 

En cambio, en la geometrla afln, reconocida por vez primera por Euler, la paralela 
unica por un punto dado a una recta dada juega un rol esencial. En ella nunca se 
mencionan los clrculos y jamOs se miden los Angulos. 

Las proposiciones afines, en Euclides, son las que se conservan en la proyeccidr 
paralela de un piano sobre otro. 

La importancia de la geometrla afln se acrecentO recientemente al observarse que sus 
proposiciones son v&lidas tanto en la geometrla de Euclides como en la geometria de 
Minkowski del tiempo y el espacio, que usd Einstein en su teorla especial de la relatividad. 

Puesto que cada una de las proposiciones de Euclides es afln o absoluta o ni lo uno n 
lo otro, pocklamos pensar que las dos geometrias tienen muy poco en comun. Sin embargo 
hay un nucleo bastante impresionante de proposiciones que pertenecen a ambas" . 

Extractos del libro "Introduction to geometry" de H.S.M. Coxeter - Capltulo 2. 

Geometrfa afln: Consideremos un espacio formado por puntos y subconjuntos de 
puntos llamados rectas y una relacidn de incidencia Pgj?, en el que se cumplan los axiomas 
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pianos de incidencia y los axiomas de orden. (geometrfa I, axiomas 1-1 al 1-4 y axiomas del 
crupo II). 

Tambi6n se toman como axiomas el 2* axioma de continuidad, el axioma de la 
paralela unica y el axioma (D): 

Axioma (D): Si A, A', B, B’, C, C‘ y 0 son siete puntos diferentes tales que las rectas 
AA ’BB' y CC' son tres rectas diferentes concurrentes en 0, si la recta AB es paralela a A'B' y 
BC es paralela a B'C' entonces CA es tambiSn paralela a C'A'. 


o 



Este enunciado suele llamarse "forma afln del teorema de Desargues". En el piano 
euclidiano puede ser deducido como teorema. 

El piano afln es el espacio definido per los axiomas enundados. Difiare esendalmante 
dal piano audidiano ya qua faltan todos los axiomas dal grupo III. es dedr, los 

axiomas de conjruenda de segmentos y Sngulos. No podemos, an prindpio, hablar de 
longitud do segmentos o medida de dngulos. 

Sin embargo, veremos que la existencia de ciertas transformadones nos permits 
mtroducir una medida de segmentos, con unidades diferentes en rectas no peralelas. 

En primer lugar demostramos una propiedad recfproca del axioma (D): 

Teorema 1: Si ABC y A'B'C son dos tri^ngulos con vertices no coinddentes, 
situados de modo que AB || A'B', AC || A'C' y BC || B'C' entonces las Rectas AA\ BB' y CC' 
concurren en un mismo punto o son paralelas. 

Demostracidn : Si las tres rectas son paralelas, se cumple el enunciado. 
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Si alias no son paralelas antra si, supongamos qua, por ajemplo, AA' y BB' sa cortar 
on un punto 0. 

Supongamos qua CC no pasa por 0 y sea C, al punto da intersecdbn da ia recta 0 C 
con el lado B'C'. Por lo supuesto C' * C,. 

Aplicando el axioms (D> a los trianguloe ABC y ABC,. an los que por hipdtesis as AB 
II A'B', BC || B'C 1 results A' C, || AC. 


0 



Por hipbtesis AC || AC, luego por A 1 pasan dos rectas paralelas a AC. Esto prueba 
que debe ser C - C, y por lo tanto CC pasa tambien por 0, y se demuestra el teorema. 

El axioma (D) no incluya el caso an qua AA' || BB' || CC', qua as una da las 
posibilidades del teorema 1. Este caso puade ser probado como teorema. 

Teorema 2: Si A, A', B, B' y C, C' son seis puntos diferentes situados en rectas 
paralelas AA' || BB' || CC, si AB || A'B' y BC || B'C' antonces tambiSn CA || C'A‘. 

DemostraciOn: 

Supongamos que CA ff C'A'. Tracemos por A' la recta paralela a AC. Ella corta al lado 
B'C en el punto C,. 

Uniendo C, con C, por el teorema 1 las rectas AA', BB' y CC, son concurrentes o 
paralelas. Como AA' || BB' debe eer CC, || AA' y CC, || BB' 

Pero por C pasa CC' || AA'. Esto contradice al axioma de la paralela unica, por lo tanto 
debe ser CA || C'A'. 

Ahora consideramos las transformaciones del piano afln llamadas dilatacionas. 
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Defimcidn: Una dilatacidn es una transformacidn que transforma toda recta en una 
recta paralela 

El axioma (D) permite caracterizar y clasificar las dilataciones. En efecto: 

Teorema 3: Dados dos segmentos AB y A'B' situados en rectas peralelas, eilos 
determinan una unica dilatacidn T tal que A' = T(A), B' = T(B). 

Demostracidn: Sea P un punto del piano. Un4moslo con A y B. Su correspondiente 
P' debe estar en la recta por A' paralela a AP y tambten en la recta por B* peraleia a BP, con 
lo que P‘ queda unlvocamente determinado. 



Fig. A. 3 

Si AA' y BB’ no son paralelas, se cortan en 0. 


Entonces, el teorema 1 asegura que PP paea por 0, para cualquier punto del piano. 
Si M' || BB' entonces PP || AA', tambi«n por el teorema 1. En este caso: 
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AA’ P’P es paralelogramo, para todo punto P y los segmentos PP son conyuentes y 
paralelos. Reconocemos en estas transformationes a las homotedas y traslationes. 

No podemos hablar aun de razones, aunque veremos mAs adelante que es potible 
hacerlo. 

Una traslaciOn es una dilatation tin puntos fijos, que queda determinada dando el 
correspondiente de un solo punto. La homotecia queda determinada por los 
correspondientes de dos puntos y por lo tanto solo tiene un punto fijo, que es el punto de 
intersection de AA’ y BB'. 

Si P estO alineado con A y B, tomando un punto C fuera de la recta AB, su 
correspondiente estO determinado por PC || P'C' donde P es la intersection de esta p^alels 


con A'B': 



Fig. A.5 


Este argumento puede usarse aun cuando A,B,A',B' estOn alineados (figura). 

La dilatation AB-> A'B' tiene inversa, que es la dilatation A' B' -» AB. 

El producto de AB -» A'B 1 , A'B' -» A"B" es AB-> A M B", de modo que las dilatactones 

forman grupo, si se agrega la identidad. (*). 

Las traslaciones forman subgrupo, ya que el producto de dos tratiationes debe se r 
otra tratiacibn, pues si tuviese un punto fijo 0, como la primer traslaciOn (leva 0 a O', la 
segunda debe llevar O' a 0 y por lo tanto es la traslaciOn 0'-> 0, inversa de 0 -+ O' E 
producto tiene un punto fijo sOlo si es la identidad. 
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Entonces las traslaciones % forman un subgrupo del gxipo de dllalaciones £>. 

El grupo de dilataciones no es conmutativo: si S es dilatacidn central y T trasladdn, en 
general TS * ST. (Piense un ejemplo). 

En cambio, el producto de dos traslaciones es conmutativo, ya que, si A-*By B -» 
C son traslaciones segun rectas no paralelas.completando el paralelogramo ABCD, tenemos 

A-*B = D~>C,B->C= A-»D. 


pero (A -* B) (B -> C) - 
(A-> D)(D-> C) d$ 

(A-* B) (B C)-(B-» C)(A-»B) 


a 


C 



D 


A 


Si A -» B, B -+ C son traslaciones segun rectas paralelas, si S es trastaddn segun 


una recta no paralela a las anteriores, ella conmuta con T ( y T 2 , de modo que T 2 Tj S ■ 


(ST 2 )T 1 = T,ST 2 = T, T 2 S ya que T 1 conmuta con ST 2 . Luego 

Semigiro: es la dilatacidn AB —> BA . Como el producto de AB —> BA y BA-> AB es la 
identidad, la indicaremos A <-*B. 

Veremos ahora c6mo las traslaciones permiten definir una correspondenda biunivoca 
entre los puntos de una recta y el conjunto de los numeros reales. 

Para ello, sean 0 yX dos puntos y T la traslacidn 0 -» X, oseaX = T{0). 

Aplicando T, sea X 2 =T(X), X 3 =T(X 2 ) =T 2 (X). Obtenemos asl una red: 


x' } X*‘ x 


0 


X 


X 


Fig, A.6 


donde X" 1 * T' 1 (0), X* 2 * T* 1 (X' 1 ), etc. 
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Ahora consideremos la dilataddn de centro 0 que lleva el punto X al punto X" S 
producto de dos tales dllataciones X-» X!\ X -* X™ es la cSlatad6n X -» X** 1 * de modo que 

(x n r-x nm . 

Ahora bien, para cada numero radonal |t= |, a entero, b entero podbvo podemos 
construir el punto X 11 medante la dilataddn que se obtiene ad: tomamos una trasladdn 
Y arbitreria sobre otra recta que pase por 0 y construimos Y b y X 4 : 



Fig. A.7 

La dilataddn que lleva Y a Y b - lleva X a X b 

a «L 

La dilataddn que lleva X a X*. seguida de la que lleva Y b a Y d& X^ qqe lleva X a X^ 

Ad obtenemos los radonales podtivos. Puede demostrarse qqe esta correspondenda 
conserva el orden. (*) 

Si es irradonal, se define X* 1 como la cortadura de Dedekind entre los puntos 

- a a 

radonales" X& tales que ^ y aquellos para los que ^ >|i. 

Por esto es necesario indur el 2* axioma de continuidad, en la forma de Dedekind, £ 
primero, o sea el principio de Arqulmedes, puede probarse. Puede verse la derooslraddn 

Coxeter: "Introckiction to Geometry." Cap. 13. 

NOTA: Coxeter desarrolla la geometrla afin derivdndola de la geome^ia ordenada 
que es expuesta en el capltulo 12. Nosotros hemos obviado este Iratamiento, extenso y 
abstracto, suponiendo la validez, en cambio, de los axiomas pianos de inddenda y los de 
orden (cyupos I y II de Hilbert). 
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° e " in9to m0d0 hemos hech0 « ra,am ™'0 axiomatico compteto ya qu, k. que no. 
proponent* es ver como, auntie al irupo de las llamadas -fransformaciones alines' que ya 

estudiamos en un eepado afln con coordenadas o eapado cartedano afln, no conserv, la 
contyuenda, ellas acMan en un 'eapado' donde puede medrse, con la misma 'unidatf en 
rectaa paralelaa y aiin comparar areas, como veremos a conlinuadiln, 

En la correspondenda que hemos definido enlre los numeros redes p y los puntos X* 
«*re una recta del piano afln, la longitud del segmento X“ X« ae define como | p - 4 

Podemos entonces comparar longitudes o razones de longitudes de segmentos sobre 
rectaa paralelas. Aunque no podemos comparar longitudes en rectas no paralelas. la 
adopcuSn de unidades dferentes sobre rectas no paralelas si permits comparar razones de 
longitudes en es.asrec.as, * que ^ * X*, V* son ctzresp^entes de X e V 

en la misma homotecia X-> X**. 




Fig. A.8 

De igual modo podemos introAidr coordenadas afines an el piano afln. 

irazando paralelas a los ejes coordenadas y midkmdo sobre cada eje, oon la unidad 
corresponcfiente, 

Asl el piano atln, definido en forma aaomatioa, se nos transforms en un espacio afln 
cartesiano. es decir. un espacio en el que podemos considerar 'vectcres' (a,, a,) e V:V 
espacio vectorial real de dimension dos. 

Entonces, una ecuacidn 


ax + by + c *■ 0 
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representa una recta, etc. Podernos as! desarrollar toda la geornetrla analitica del piano afln 
que no dependa del concepto de cfistancia ni del concepto de bngulo. H 

En cuanto al concepto de area, si bien no podemos medir, es posible establecer un 

concepto de equivalencia de figuras planas. 

Veamos primero como puede obtenerse la ecuadbn de una recta por el origen: Si jl e 

R las potencias de la traslacibn X“ b Y* llevan el origen al punto X^ b (0) que tiene 
coordenadas (-jib, fia) o sea x - - jib , y - [ia, o sea x «- ftb, y - |ia por lo que ax + by - 0. 

Todos los puntos de la recta por el origen que as! se obtiene verificar la ecuacibn y 
reclprocamente, |t * - ^ da un punto de la recta. 



Fig. A.9 


Las traslaciones X _b ** Y* transforman al punto (x 1 ,y 1 ) en el punto de coordenadas (x 1 - 


bn,y 1 .a|i)yaque:(* 1 ,y,) = X Xl Y yi (0) lue^o r* 1 * Y^xV^O)) - V'^(O). 


Eliminando jiobtenemos la ecuacibn 

a(x - x,) + b (y - y^ = 0 que es de la forma ax + by + c = 0. 

En particular, si las coordenadas de los puntos de corte de una recta con los ejes son 
(p.O) y (0, q) obtenemos la ecuacibn 



para la recta. 

(Usaremos esta forma de la ecuacibn de la recta para obtener el area del triangulo). 


ncomosucede mi el edpacio purrtualasoci&doaun es patio vectorial general. Y de tension doe 
en el que no e>i^&unametrica(0 un producto escater). 
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Fig. A. 10 

Teorfa de la equivalencia. 

Definition: Dos triOngulos se dicen contyuentes si pueden obtenerse uno de otro 
por traslaciOn o por semigiro. 





& A' 


Definition: Dos figuras son equivalentes a es posibe dividrlas en iguai numero de 
figuras coincidentes o conc^uentes. 

Problema: 



ABCDyABNM 
ison equivalentes? 


Fig. A. 12 
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Teorema A. Dos paralelogramos con dos lack>s opuestos concpuentes sobre dos 
rectas paraielas son equivaientes. 

DemostraciOn: Si M es interior a DC: 



A ft 


Fig. A.13 


ABCD * ABCM + AMD 
ABMN = ABCM + BNC 


Como AMD y BNC son cong'uentes pa la Irasladdn A-> B, entonces los paralelog'amos 
son equivaientes. 

Si, como en la figura primer a, DC y MN no tienen puntos comunes, el prindpio de 
Arqulmedes permite dibujar una sucesiOn finita de paralelogramos equivaientes enlre si 



Fig. A. 14 
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Considerando triAngulos con bases conguentes sobre una misma recta, podemos 

probar que ellos son equivalentes si tienen vertices situados sobre una recta p«raieia a las 
bases: 



Fig. A. 15 

Ya que ABCD equivalent. a AWE y B'A'C equivalents por emigre a ABC e 
igualmente B'A'C equivalente por traslacidn a DCB. 

En particular, si tomamos triingulos con un mismo v«ce y lados consacutivos 
concruentee. situados sobre la misma recta, el area de 0 P 0 P„ sera n voces el ire. de 0 P„ 


0 



Por interpolation y paso al llmite podemos afirmar que la razdn da las areas de 
do. triangulos de igual ,*1ice y base, situadas sobre I. misma recta « ^ 
a la razdn de las medidas de sus bases. 


Observation: estas medidas pueden compararse frecisamente per ser las bases 
segmentos de una misma recta. 

Area del triingulo en el piano afin. Si tomamos un sistema de ejes y un 
triangulo unidad OAB. con A y B como puntos unidad sobre los ejes (es deoir las 
iraslaaones 0 - A y 0 B). si consideramos un triangulo cualquiera del piano, per 
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traslacidn uno de sus vertices puede llevarse a coincidir con 0, trasformSndose en el 
triAngulo equivalente 0 Z 1 Z 2 donde Z 1 , Zj, son los puntos de coordenadas (x r y^, (x^ y 2 ). 

La recta Z 1 Zj corta a los ejes coordenados en los puntos P (p, 0) y Q(0,q). 



Siendo (0,0) (1,0) y (0,1), las coordenadas de Q,A,B, si llamamos OAB al area del 
triangulo OAB. y as! con todos los triangulos y unimos A con Q, tenemos: 


OZ,Z^ Z^ 2 OPQ OP OAQ OQ 
OPO “ PQ -OAQ " OA ’OAB ~OB 


Multiplicando resulta: 


Como 


OZf^ Z1Z2 OP OQ 
OAB = PQ OA OB 


OP OQ 

OA = P V OB * ^ 


para obtener 




PQ 


observamos que la ecuaciOn de la recta por P y Q es 



y ella debe ser satisfecha por (xi, yi) y (x 2 , y 2 ), es decir que 


*1 

p q ‘ p q 


1 















213 


lo que nos permits eli miner p y q hallando 


de donde 



No reemplazaremos en p pues observamos que 

z i h x i • x a 
PQ " p 


(el signo dex 1 .x 2 .pyq estd relacionado con la orientacidn de OZi Z 2 respecto de OAB) 

OZi Z 2 x 1 . x 2 
OAB = p pc| 
x i yi 


Entonces obtenemos 
n oz l z ? 

0sea "OAB = Xl V2-X 2 yi = 


x 2 y2 


El tridngulo OZi Z 2 tiene un vbrtice en el origen Un tri$ngulo de vertices p (Xi. yi). 
Q ( x 2, y2) y R (X3, y3) tiene area 


A = 


x i yi i 


x 2 yz 1 

■ 

x 3 y 3 1 



Xa - x i y 2 - Vi 

x 3 - x i y 3 - yi 


formula que se deduce del mismo modo que lo hicimos antes. 

Por lo tanto, una transformacibn lineal en las coordenadas del piano afin conserva la 
relacibn de las areas, ya que las multiplica por el determinate de la transformadbn 

Conclusion: Un espacio en el que valen los axiomas que mendonamos a! 
comienzo, en particular el axioma de la paralela unica, el axioma D y los axiomas de 
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continuidad es un espacio afin en ei que podemos introducir coordanadas asodadas a un 
par de ejes, convirttendose as! en un espacio afln cartesiano asodado a! espado vectorial 
R 2 , considerado como espacio vectorial de dimensidn dos, sin nrtetrica. 

Hay definiciones mas generates de espacios afines, induso no desarguesianos, que 

no corresponden ai nivel de este curso. 
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APENDICE 2 


Reduction de polinomios cuadraticos 

En la reduccidn de polinomios cuackdticos 
n n 

I I ajjXfXj , ajj*ajj 

i-i j-i 

aparece la matriz sim$trica (ajj) cuyas propiedades utilizamos para dasificar las eurvas y 
superficies de 2® gado. 

Probemos estas propiedades: 

Teorema Todos los autovalores de una matriz sim^trica son reales, Los autovectores 
correspondientes a cfiferentes valores propios son ortogonaies. Si un autovalcr tiene 
multiplicidad k, existen k autovectores ortogonaies entre si, correspondientes a dcho 
autovalor. 

Demostracidn. 

Empezaremos probando que los autovectores correspondientes a ckferantes valores 
propios son ortogonaies 

Supongamos X^ * X 2 , y sean v autovector de X<\ y w de X 2 . 

Entonces v = (v,, v 2 .v n ), w * (w,, w 2 „..,vf,). 

Como Av = ^ v , Aw = X 2 w siendo 
n n n 

Av = ( £ aij Vj, £ a 2 j vj , £ a 3 j V| ), se tiene 
M i=i pi 


' n n 

<Av,w>* J ][ ajjWjVj. 

Hi |«i 

Siendo A simetrica, vale: 


n n 

x a*j Wi Vj = X 3jiWiVj= 2 £ ap Wj Vj = <Aw,v>. 
U U i=i pi 
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Por lo tanto; 

<Av,w> * <v,Aw> 

formula que express que A es un operador simOtrico o adjunto. 

Siendo Av-Xiv y Aw- X 2 w, resulta <XiV, w> - <X 2 w,v> y de aquf 

(Xi-X 2 ) <v,w) — 0 , 

Como h * X 2 debe ser <v,w> = 0 y queda demostrado que todo autovector 
correspondiente a A { es ortogonal a todo autovector correspond!ente a otro 
autovalor diferente X 2 

Este argumento es vOlido aun si X no es real. 

A un autovalor X complejo corresponds un autovector complejo de la extension de R 11 

a C n . 

(Por ejemplo, en dos variables el autovector es de la forma (ai + i bi, a 2 + i fc^)). 

El argumento vale entonces para el producto de dos autovectores correspondientes a 
autovalores complejos diferentes. 

En dos variables, por ejemplo, un autovector correspondiente a un autovalor X - 
ot+i P tiene la forma (ai + i bi, a 2 + i 1 ^). 

(2) Probemos ahora que una matriz real simOtrica A no tiene autovalores complejos. 
Supongamos que X = a + i p es un tal autovalor. Si v + i w es un correspondiente 
autovector, entonces v - i w tambten es autovectcr. En efecto X es autovalor, ya que el 
polinomio caracterfstico tiene coeficientes reales por ser A real. Como X » a - i p tenemos 
A(v+i w) = A(v) + i A(w) - (a+i P) (v+ iw). (Estamos escribiendo (ai + i bi, a 2 + i t^) = (ai, a 2 ) 
+ i (bi , ba). 0 sea v = (ai , a 2 ) y w ■(bi , t^), aunque los resultados son v&lidos para 
cfimensidn n). 

Entonces A(v+iw) - A(v) + i A(w)»(av - Pw) + i(ocw + Pv). Es deer A(v) - av - Pw, 
A(w) »aw + pv. Entonces A(v - iw) - A(v) - i A(w) - (av - pw) - (aw + pv) i = a(v - iw) - 
p(v-iw) - (a - i p) (v - iw) formula que prueba que v - iw es autovector para X-a-ip. 
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Como X * X entonces v + iw y v-iw son ortogonales, esdecir, su producto vectorial 

complejo es nulo. En nuestro caso, si v + iw «(ai + i bi,...,^ + i bn) y v- iw*(ai - i bi.^ - 

n _ 

i fcn) el producto <v + iw, v - iw> * X (ai + i bf) (at - i b|) 



i=i 

De modo que serfa v + iw = ( 0 .... 0 ) lo que no es posible. Entonces ; A no tiene 
autovalores complejos 

(3) Supongamos ahora que el autovalor Xi tiene multiplicidad k > 1 . Hacemos la 
demostraciOn en R 3 . 

Si vi es autovector unitario para Xi, completando a una base ortonormal de R 3 la 
matriz de la transformation en esta base debe ser 


f JL t 0 0 ' 

0 b22 b23 

k 0 b 2 3 b 3 3 . 


que es tambiOn simOtrica por ser ortogonal la matriz de cambio de base. 

(Jaeger: Introduction to Analytic Geometry and Linear Algebra, Ej. 18 pdg. 220 ). 
El polinomio caracterlstico 



^ 0 D 23 b33“A j 

Como Xi es rafz de multiplicidad k -1 de 


propio Xi (en nuestro caso con multiplicidad 1 0 2). Procedendo per induction, si existen 
k -1 vectores propios ortogonales para B . entonces ellos mOs Vi son k autovectores 
ortogonales correspondientes al valor Xi. 

Entonces hemos probado el: 
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Corolario : La matriz A tiene una base de vectores propios ortogonales (major dicho; ios n 
autovectores ortogonales de A forman una base de R 0 ). Entonces Vj * 

(0....0,1,0...0) en esta base y si D es la matriz de la transformation en la misma base 
D vj = Xj vj =i> da = ^.j, djj = 0 si i * j. 0 sea, D es diagonal. 

En el Capltuio 5, al tratar la reduction del polinomio general de 2* grado, hitimos el 
cambio de variable: 

n 

xk+i= I 

i=k+i 



Como las primeras k variables no sufren cambio, la matriz de cambio de coordenadas es 


donde Ik es la identidad de orden k y 0 es ortogonal de or den n - k. ya que: 


0 = 




feQ 

V n 


bn.k+2 -■ bn n 


J 


donde Ios vectores (0,...0,bk+ij.bij) son Ios que completan el s.e. de dimension n - k, 0 

mejor dicho, una base ortogonal de ese subespacio. Entonces, la election de fi hace que 


Ios coeficientes — , u. = 



sean componentes de un vector norma! 


(0.0 
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De este modo, 0 es ortogonai y tarnbiSn lo es y, con lo quo cambiamos de uRa base 
ortonormal a otra base ortonormal. En realidad, sdio interesa que sea ortonormal en el 
espacio m&rico, donde podemos medir ejes y otras cantidades relacionadas con curvas o 
superficies de 2 8 gf ado. No as! en el espacio affn, donde ia base no tiene pcrque ser 
ortonormal 
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APENDICE 3 


Una Geometala no-euclidiana la geometrfa gaiileana 

As? como la geometrfa de Minkowski puede usarse para la desaipddn de los 
fendnemos de la mecdnica relativista, siendo propiedades de esta geometrfa, las que sean 
invariantes bajo el yupo de las transformaciones de Lorentz, hay otra geometrfa mucho mas 
simple, la geometrfa galileana, asf llamada porque describe las propiedades de la mecdnica 
cldsica que pueden resumirse en el principio de relatividad de Galileo: "ningun 

expenmento mecdnico efectuado dentro de un sistema fisico puede revelar el movimiento 
uniforme de este sistema". 

Nadie describe mejor que el propio Galileo Galilei el significado de este principio. En 
su “Diaiogo sobre los dos principales sistemas del Mundo" dice. "Endarrese usted con un 
amigo en la cabina bajo cubierta de un gran barco y tenga alii unas moscas, mariposas y 
otros pequenos insectos voladores. Tenga una pecera g-ande con algunos peces; cuelgue 
una botella que se vacfe gota a gota en un recipiente colocado debajo de ella. 

^uando el barco este en reposo, observe cuidadosamente como vuelan los pequenos 
animales con igual veloddad hacia todos los lados de la cabina. Los peces nadan 
igualmente en todas direcciones; las gotas caen en el recipiente y, d arroja algo a su amigo, 
usted no necesita arrojarlo con mas fuerza en una direccidn que en otra, si las distandas son 
iguales; si usted salta con los pies juntos, recorrera iguales distandas cualquiera sea la 
direccidn. Cuando haya usted observado todo dsto cuidadosamente, (aunque no hay duda 
de que cuando el barco esta en reposo todo debe suceder de este modo) haga que el barco 
se mueva con la veloddad que usted quiera, con tal que el movimiento sea uniforme y no 
fluctue hacia aquf o hacia alia 

Ud, no kxM descubrir el menor cambio en todos los hechos mendonados ni podr& 
d#ekSr a partir de eiios ss ei bare© esta en reposo o en movimiento A! saltar, 
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recorrerA sobre el piso la misma dstancia que antes, no hard saltos mas largos hada la 
popa que hada la proa, aunque el buque se est6 moviendo rdpidamente, a pesar del 
hecho de que en el tiempo en que Ud., este en el are el piso debajo suyo estard yendo en 
una drecdPn opuesta a la de su salto. Al arrojar algo a su amigo, no necesitard mds fuerza 
para hacdrselo llegar si dl estd situado hada la proa que si lo estd hada la popa. Las gotas 
caerdn como antes en la vasija sin salpicar hada la popa, aunque eilas permanecen un 
tiempo en el are mientras el barco recorre un buen trecho. 

Los peces nadan igualmente hada el frente que hada la parte posterior de su pecera 
sin hacer mds esfuerzo en un sentido que en el otro, e irdn con igual fadlidad hada la 
camada colocada en cualquier sitio del borde de la pecera. Finalmente las mariposas y las 
moscas continuardn vdando indferentemente en todas drecdones y nunca sucederd que 
se concentren hada la popa como si estuvieren cansadas de tener que mantenerse a la par 
del movimiento del berco, del que se separan en los largos intervals en los que 
permanecen en el aire, Y si se produce humo al quemar algun indenso, se lo verd subr en 
forma de pequena nube, que permanece inmdvil sin tender a r mds hada un lado que hada 
el otro". 

Dice Yaglom: este merecidamente famoso y frecuentemente citado pasaje contiene 
una hermosa y muy bien lograda descripddn de uno de los prindpios fundamentales de la 
mecdnica: el principio de relatividad de Galileo; "ningun experimento mecdnico 
efectuado dentro de un sistema ffsico puede poner en evidenda un movimiento uniforme de 
este Sistema". 

Si un punto P se mueve con movimiento rectilfneo uniforme sobre una recta y |x}, 
{xj son dos sistemas inerdales de referenda, si el origen 0 de la coordenada x se mueve 
con veloddad constante v con respecto del sistema jx 1 }, la coordenada x' de P al tiempo t 

es x' ■ x + vt + b si besla coordenada de 0 cuando t - 0 




o' 


0 


A 


Fig. A. 18 

Si !e agegamos la relacidn 
f = t + a 

que expresa ia posibilidad de cambiar el momento a partr del cual se mide el tiempo 
obtenemos la relacidn entre dos sistemas inerciales en el caso de movimientos rectilfneos. 

Si representamos el tiempo en un eje horizontal y al desplazamiento en un eje 
vertical, con unidades convenientes, las propiedades que permanecen invariantes per 
transformaciones del tipo: 

(1) t' = t + a 

x ! = x + vt + b 

constituyen la Geometrla Galileans. 

Las transformaciones del tipo (1) consisten en el deslizamiento: 
ti«t 
Xi * vt+x 

seguido de la traslacidn 

t'»ti +a 
x' =xi + b. 

Se llaman transformaciones galileanas. Lo interesante del estudio del piano gaiileanc 
{t,x} es que las propiedades invariantes bajo estas transformaciones expresan propiedades 
con significado mec&nico. Un deslizamiento del tipo 

Xi - vt + x ‘k ma * nz (v 1 j 
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deja invariados los puntos del eje de las t y deforma las figures en el sentido de este eje. 
Las formulas (1) expresan cambios de coordenadas pero, al igual que en el piano 
eudicfiano, pueden interpretarse como “movimiento” del piano galileano. 



Fig. A. 19 


Distancia entre puntos y Angulo ontre rectas. 

Las rectas paralelas al eje de las x se transforman en sf mismas, per lo que vamos a 
ver, ellas son rectas especiales del piano, que representan el estado del sistema en un 
instante dado. 

Si A(t,x) y Ai(ti , xi) son dos puntos del piano no situados sobre la misma recta 
especial, la distancia entre A y Ai se define como; 

(2) d^ = ti -1. Esta "distancia" puede ser negativa. Si los puntos A y At estdn 

sobre una recta especial, definimos la distancia especial 

(3) 8^= xt-x 

que es la distancia signada entre los puntos, en un instante dado. 

La distancia debe ser invariante por cambios de coordenadas. Esto es evidente para 
A(t,x) y Ai(ti ,xi) si t * ti puesto que t* * t + a, t* — t t + a. 


Para la distancia especial de puntos con t ® ti: 
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Fig. A.20 


x' t -xi+vti+b x’»x + vt + b 

Siendo t - ti resulta x' - x’ » Xi - x en las nuevas coordenadas per lo que 5^ es 

tambiAn inveriante y por lo tanto pertenece a la geometria galileana. 

Las Iransformaciones galileanas, por lo tanto, son isometrfas del piano galileano, 
puesto que conservan las distances. 

Para definir el concepto de Angulo, primero definimos los drculos. 

Cfrculo : en el piano galileano, un circulo de centre Q(to , xo) y radio r es el 
conjunto de puntos X, tales que: 

I ^qI =r 

0 sea |t - tol - r. En el diag-ama cartesiano, el lugar de estos puntos son las rectas 
t«to + r t*to-r 
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ObsArvese que el "clrculo" tiene infinitos centros, sobre la recta especial qua pasa por 
Q(t-t 0 ). 

En el piano euclidiano se puede definir la medida de un Angulo como el arco que 
determina en la crcunferencia unitaria con centro en su vArtice. 



Fig. A.22 

As! puede definirse, en radanes, la medida del Angulo entre dos rectas j| y t,. 

En el piano galileano, definimos el Angulo como la longitud del arco NNi de 

circunferencia unitaria con centro en su punto de interseccidn. 



Es deer 

^ = 5 NN 1 

ObsArvese que el Angulo puede ser positivo o negativo. Si la recta tiende a la 

posicidn vertical, es decir, se rota hacia la recta especial m que pasa por Q, el Angulo 
aumenta indefinidamente: 
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Fig. A.24 

Una recta del piano galileano, de ecuaddn 
x*kt + s 

corresponde al movimiento uniforme de un punto sobre una recta o, cuya veloddad es k. 

Si dos rectas son paralelas, el dngulo entre ellas es cero porque, si las ecuaciones 
de dos rectas son: 

x = kt + s x = kit + Si 

entonces las coordenadas de los puntos N y Ni son: 

(to + 1.k(to + 1) . (t 0 + 1,ki(to+1) + si) 
si las coordenadas de su punto Q de inter secciPn son (to, xo). 

En el punto de intersection se verifica: xo = kt 0 + s = ki to + Si, porloqueel Sngulo 
5 Ml =5 NNi = ki(to + 1) + si - k(t 0 + 1) - s - ki - k. As! obtenemos para el Sngulo entre dos 

rectas la formula: 


( 4 ) 



Si son paralelas es k - ki y S ttl - 0. 

Si dos rectas son paralelas definimos la distancia entre ellas como la longitud del 
segmento dirigtck) de cualquier recta especial cortada por ellas (a menos que ellas mismas 
sean rectas especiales). 
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(5) 



Si se define la distancia de un punto a una recta como la distanda especial 8^p, o sea 

dM! = %> 



siendo P el punto de intersection de la recta x = kt + s con la recta especial por M, 
obtenemos = kto + s-xo, si las coordenadasde Mson(to.xo). 

Para dos rectas paralelas, cualquiera sea el punto M sobre una de ellas, la distanda 
de M e a 4 es igual a d Ml - -s. 



Esto muestra que, en el piano galileano, las rectas espedales juegan el rd de rectas 
perpendiculares a cualquier recta del piano. 

Vdvamos ahora a la interpretation mecOnica de todos estos conceptos; 


A •: r ) A. At) 

- - —i - « _ 

- : - 

Fig. A.27 

Sobre una recta o, x indica la position de un punto al tiempo t. La <fistancia d entre 
los eventos A y Ai es el intervalo de tiempo ti - t, a men os que sean eventos 
simultOneos, en cuyo caso 8, la distanda especial, es el espado que los sepjra x r x. 
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En el caso de dos rectas de ecuaciones 

x = kt + s , x = kit + si 

que representan puntos L y Li de la recta o que se mueven con veloddad uniforme, el 
Angulo ■ ki - k represents la velocidad relative de Li con respecto de L. 

La distancia entre rectas paralelas, representando Astas a puntos que se 
mueven con la misma velocidad uniforme, represents la distancia constante entre esos 
puntos, que pueden considerarse en reposo uno con respecto del otro. 

La distancia de un punto a una recta represents la distancia, en un instante 
dado, entre un punto fijo de a y un punto que se mueve con movimiento uniforme. 

Un cfrculo de radio r es el conjunto de eventos que ocurren r unidades de tiempo 
antes o despuAs de un evento fijo (centro del cfrculo). 

Finalmente, el Area de una regdn F puede interpretarse como el "contenido espado 
- tiempo" de F, considerando a F como un conjunto de eventos, cada uno de los cuales estA 
determinado por su posiddi en la recta o y el tiempo. 

Relaciones entre lados y Angulos de un IriAngulo. 



Fig. A.28 

Si C es el lado mAs largo, para los lados, vale 
a + b ■ c (cistanda d) 
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y esta formula as vdlida aun si un lack) esta sobre una recta especial (en cuyo caso su 
distancia no-especial es nula). Esta formula expresa la aditividad de los intervaios de 
tiempo entre tres eventos. 

Para los dngulos, si ki, ka y IC 3 son las pendientes de las rectas ^ y % , lados 
del triangulo, se tiene A * ka - ki, B = ki - k 2 y C * k 3 - k 2 , pa lo tanto. 

A + B-C 

La inter pretaddn de esta ley es algo mis complicada: si elegimos un sistema de 
referenda en el cual el lado AC corresponds al estado de reposo (es dear si hacemos 
coincidir el eje t con AC) entonces - A - k t y - C - k 2 son las veloddades de los 
movimientos uniformes representados por las rectas *1 y Jfc. Como A + B = C, entonces - B 
= A - C es la velocidad relativa del movimiento Jfe con respecto de un marco de referenda 
en el cual *i estuviera en reposo. 

Entonces la formula 

A + B = C 

expresa la ley cfosica de composicidn de velocidades: “la veloddad absoiuta de un 
movimiento (velocidad respecto de un marco de referenda fijo) es la suma de su veloddad 
relativa (con respecto de un marco mdvil), m 6 s la velocidad de transports, es dear, la 
veloddad del marco nrfovil". 

En el piano galileano no valen muchas propiedades cjje son dertas en el piano 
euclidiano, por ejemplo, no es derto que "dos rectas perpendiculares a una tercera son 
paralelas", ni tiene sentido el concepto de Angulo recto, 

nm J_ l , *nj S 'A\ A 


-•v. 
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Las paralelas son las paralelas en d sentido eudldeo, podlan definirse como rectas 
en las que cada uno de los puntos de una estdi a la misma distanda de la otra. 

Por lo tanto: por un punto exterior a una recta pasa una sola paralda a dicha recta: 

En d piano galileano vale un prindpio de dualidad, por ejempio, es vdlida la 
proposicidn, dual de la anterior: “en una recta que no pasa por un punto dado A, exist© un 
unico punto L que no puede ser unido con A por una recta ordinaria" - Haga el dibujo - 

En d piano galileano puede introduces© un producto ©scalar que es positivo pero no 
cumple la condiciOn <a,a> = 0 => a - 0. 

En efecto, siendo la distanda ordinaria entre dos puntos A(t 1 , x t ) y B(t 2 , x 2 ) igual a 

Vti 

la dstanda de cualquier punto (0,x) al origen (0,0) es siempre cero. Entonces, si definimos 
el producto escalar de dos "vectores" v 1 -ft, x^ y (t 2 , Xj) - v 2 como 

<Vl , v 2 > ■ ti t 2 

entonces <v,v> * 0 para todo v pero para un vector b * (0.x) vale 

<b,a> ■ 0 cualquiera sea a 
y <b,b> = 0 aunque b * 0 si x * 0. 

La norma o longitud de un vector es 

ja| = V<a,a> = V? = (t|. 

Poniendo 0 ■ (0,1), 0 es un vector de longitud cero, ortogonal a todo otro vector a. 

Si a es cualquier vector con |a| = |t|= 1, entonces {a.O} forma una base ortoncrmal 
dd piano galileano. 

Es la existenda de este producto escalar, y de la mdrica c^ie de d se dedice, tan 
dferente de la dd espado mdrico euclicSano, lo que motiva d nombre de geometrfa no - 
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euciideana y no la diferencia entre la existencia y unicidad de la paralela por un punto 
exterior a una recta puesto que las paralelas tienen las mismas proptedades que en la 
geometrla eudidiana, en lo que concierne a existencia y unicidad. 

Cidos . En el piano euclidiano, el clrculo puede ser definido como d Sugar de los 
puntos desde los que se v£ a un segmento dado bajo un Angulo dado. 



M 


Fig.A.30 


(Para los puntos del arco inferior d Angulo de las rectas AP y PB debe ser medido en 
el sentido positivo de giro, ya que APB - n - a. Un tal Angulo es un “Angulo cfirigido" 
(orientado)) 

En d piano galileano, busquemos la curva que tiene la misma propiedad: 

La ecuaddn de la recta por A(a,, a 2 ) y pendiente k es x - % = k(t - a^. 

La ecuaddn de la recta por Bffy , bj) y pendente kj es x - bj - kj(t - b,). 

El Angulo entre ellas es a - kj - k, es dear: 



Por lo tanto, las coordenadas de los puntos M(x,y), tales que AMB - a satisfacen a la 
ecuadOn anterior, o sea: 

a(t-b 1 )(t-a 1 )-(t-a 1 )(x-b 2 ) + (t-b 1 )(x-a 2 )-0 
que puede escribirse 

(fy -a^x^af + J^-ajJ-a^ + a 1 )]t ^ -a 1 ba 

que es la ecuacidn de una parAbola de eje vertical, (fig. A.31 ) 

x = a t 2 + 2bt + c 
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x 



Mli,*) 


'M„b 2 ) 


J_ t 


0 


Fig. A. 31 



aa i b t - a 1 b 2 + a 2 b t 

bi - a t 


Ad que las curvas cot la propiedad buscada son parabolas de eje vertical. Estas 
curvas se llaman cicios. La propiedad puede enunciase ddendo que: dado un segmento 

AB, todo Angulo inscrito en un cido con lados que pasan por A y B tiene un valor constante 
a. 

Como caso limits, si el punto M tiende a A, la recta MA tiende a la tangente en A y 
MB tiende a la cuerda AB, de modo que el Angulo de la tangente al ddo Z en A y la cuerda 
AB es tambiAn a. (Idem entre la cuerda y la tangente en B). 



o 


T 


Fig. A. 32 


(ObsArvese que los Angulos marcados a en la figura no son iguales desde el punto de vista 
eudicfiano). 
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La ecuacibn 

x(t) = at 2 + 2bt + c 

representa a un movimiento con acderacibn constante x“(t) = 2a. 

Como la longitud de un arco de curva definida como llmite de la suma de las 
longitudes de poligonales inscritas en ese arco es igual en el piano galileano a la longitud 



el parbmetro t es el parbmetro longitud de arco de modo que x"(t) « 2a es la curvatura de 
la parabola en el punto x(t). 

La deduccibn como cociente del Angulo de las tangentes sobre la longitud del arco 
puede encontrarse en el capltulo 2 del libro de Yaglom: "A simple non-euclidena geometry 
and its physical basis". 

Rotaciones cfdicas. En el piano euclidiano existen movimientos rlgidos que 
transforman una recta en s( misma; las traslaciones en la cfireccibn de la recta. Tambibn 
existen movimientos que transforman un circulo en si mismo: las rotaciones alrededcr de su 
centro. 

En el piano galileano, las traslaciones son movimientos admisibles asi que tambibn 
hay traslaciones que conservan a una recta dada. 

En el piano galileano, podemos demostrar la existencia de "rotadones cldicas", es 
deer, transformaciones galileanas de cierto tipo que transforman a un ddo en sf mismo. 

Como toda parAbola de eje vertical se transforma por trasladbn en la parAbola Z: 
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x = at 2 

busceremos una transformadbn qua deje invariant© a esta parabola. 
El deslizamiento 

ti-t 

Xi -vt + x 

con inversa dada por: 

t-ti 

X-Xi -v^ 

aplica el ddo Z en el ddo de ecuadbn 

X! ®ati +vt. 


completando el cuadado: 

x 1 =ai 


(t? 



* 

4a 2 



Esta es una parabola 


obtenida de x - at 2 por la trasladdn: 
, v 2 


La trasiadbn inversa; 


f-t, + 


2a 


x*» Xi + 


4a 2 


lleva el dclo Z x al ddo Z. Por lo tanto la transformaddn compuesta 




(dclo Z t ) 


transforma el ddo Z en d mismo. 

Como la rotacibn ciclica tambian deja invariadas a las parabolas de ecuaabn 
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x » at 2 + c 

que son “paralelas" a la parabola x * a t 2 la transformacidn mueve todo punto del piano 
sobre un cido, del mismo modo que las rotadones del piano eudideo mueven los puntos 
sobre clrculos conc6ntricos. 



Una rotacidn mueve cada punto en un arco constants una rotaddn ddica mueve 
cada punto A a un punto A', tal que la cfistanda orcfinaria 

es constante. Esta cfistanda es tambten la "longitud” galiieana del arco de parabola. 

El alumno interesado en conocer muchas m$s propiedades de esta geometrla y de la 
geometrfa de Minkovski, puede leer el f$dl e interesante libro de Yaglom: “A simple non- 
eudidean Geometry and its physical basis", cuya primera parte hemos resumido aqul. 
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APENDICE 4 


Transformaciones del piano. 

Una transformacidn del piano es una funcidn biyectiva del piano sobre si mismo. Es 
deer, todo punto P pasa en un punto T(P). Y no hay puntos P, * P 2 tales que T (P y ) =T(P 2 ). 

Nos interesan las transformaciones que conserven los elementos y retadones del 

piano euclidiano, por eso definimos las 

Transformaciones eudidianas: son las transformaciones que conservan las 

relaciones de incidenda, or den y congruencia. 

Al conservarse las relaciones de incidenda, debe conservarse la propiedad de 
alineacidn, es dedr, las rectas se transforman en redas. Por Aso las transformaciones 
euclideanas son colineaciones . 

Si dos redas se cortan en P las redas imAgenes se cortan en T(P) y redprocamente, 

dos redas por T(P) provienen de redas por P. 

Por conservar la reladdn de or den, si en una reda B estA entre A y C, entonces T(B) 

estA entre T(A) y T(C) y redprocamente. 

De aqui resulta que la imagen de un segmento es un segmento. Por conservar las 
reladones de congruencia, si A' « T(A), B' * T(B) , C * T(C) y D * T(D), entonces 
ABeCD => A' B' e C'D'. 

ObsArvese que, en general, no es AB e A' B', el segmento imagen puede ser mayor, 
igual o menor que el segmento de partida. 

Las transformaciones eudidianas tambiAn deben conservar la cong-uenda de 
Angulos, pero veremos que esta propiedad resulta de la anterior, es decir, de la 

conservacidn de la congruencia de segmentos. 
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En efecto, si ABC es un triangulo en el que AB mide n unidades y AC mide m 
unidades U. entonces A' B‘ mide n unidades U' y A' C' mide m unidades U\ 

Observe las figuras y explicate la razdn de este hecho. 




H h; m; c 


Por lo tanto, para todo triangulo ABC y su imagen A' B' C vale: 

|AB| _ (A^i ji 
|AC| " |A'C'| = m ‘ 

(El paso a longitudes irradonales se hace por "paso al llmite" como hidmos en los criterios 
de semejanza de triangulos). 

De la proporciOn anterior se deduce la siguiente : 


^|r = Anaiogamente por el mismo razonamiento. 


AB AC BC 

0 sea . Siendo los lados proporcionales. los triangulos ABC y 

A' B‘ C' son semejantes. 

Por lo tanto, las transformadones eudldeas conservan los angulos. 

Las figuras triangulables, como los pollgonos y otras que puedan aproximarse por 
triangulos, como las circunferendas, se transforman en figuras semejantes. Por 6so las 

transformadones euclidianas tambian se llaman semejanzas. 

La razbn r - es la razdn de semejanza. 

















(indcamos |AB| la loncjtud del segmento AB). 

No es necesario postular la conservaddn del paralelismo, ya que las transformadones 
eudidanas, por ser biyectivas, conservan el cardcter de paralelismo. Es dear: 

a) dos rectas paralelas del dominio se transforman en dos rectas paralelas en el piano 
imagen. 



Fig. A.36 


Si a' y b‘ se cortaran en P, el punto P* debe provenr de un punto P tal que PeayPe 
b. Pero a jj b. 


b) Dos rectas imSgenes, paralelas, provienen de rectas paralelas en ei dominio. 



Fig. A. 37 


Efectue el razonamiento que prueba lo afrmado. 

Homofecia. 

Sea 0 un punto del piano y r un numero real positivo. La transformadOn que deja fijo 
a 0 y lleva todo otro punto A del piano al punto A' situado sobre la recta OA, tal que * r, 

se llama homotecia de centre 0 y razdn positiva r. 
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Dibuje los correspondientes de dos puntos A y B y demuestre que todo punto del 

segmento AB pasa en un punto del segmento A’ B\ El correspondents de P debe estir en la 
recta OP, y verifica ■ r. 

Comparando los triangulos OAP y OA' P' de la figura resulta * r, luego 

P es punto de A' B\ 

La homotecia £es una coiineaci6n?. 


; 

0 



Fig. A.38 

Sean AB y CD dos segmentos congruentes ^son A' B’ y C’ D’ segmentos 
congruentes? iporquS?. Compare los triangulos OA' B’ y OC’ D', 



Fig. A. 39 


<i,Es la homotecia una semejanza?. 






















240 




Si una recta no pasa por el centro de la homotecia, ella se transforma en una recta 
paralela, ^porqud?. 

Dibuje el correspondiente ctel tridngulo ABC en la homotecia de raz6n 



Dibuje el correspondiente del drculo de centro C y radio a, en una homotecia de 
raz6n 2. Demuestre que el correspondents es otro circulo de radio 2a. 



Si en vez de llevar el punto A en la direccidn OA lo llevamos sobre la semrrecta 
opuesta, dremos que la homotecia tiene razdn negative. Ilustramos la homotecia de razdn 
- 2 . 

La razdn de semejanza de las figuras correspondentes es 2. 

Dibuje el correspondiente del circulo dado en la homotecia anterior; 
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Fig. A.42 

Una homotecia de razdn -1 se llama tambidn simetrfa central. Demuestre que si T 
es homotecia de razdn -1 el punto A' = T(A) es simdtrico de A respecto de 0. 


ft 



6 


Fig. A. 43 


La homotecia de razdn 1 es la identidad. No existe homotecia de razdn 0. iPorqud?. 

Isometrfas. 

Las semejanzas de razdn 1 tienen la propiedad de transformar segmented en 
segmentos congruentes, por lo que conservan la distancia entre dos puntos y sus 
correspondientes. Estas transformaciones se llaman isometrfas. 

Toda figura se transforma en otra figura congruente con ella. 
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Traslaciones. Dado un segmento AB an el piano, la transformacidn que consists en 
llever todo punto P del piano al punto P sobre la recta paralela a la recta AB, en el sentido 
de A hada B y de modo que PP = AB, se llama traslacidn de segmento AB. 

Demuestre que una traslacidn es coiineadbn que transforma a toda recta en una 
recta paralela. 

6 


Fig. A.44 

Teorema 1.- Toda traslacidn es isometrla. 

Demostracidn: 




Fig. A. 45 

Demuestre que P‘ Q' = PQ. 

Rotacidn: Es la transformacidn del piano en que cada punto P se mueve 
describiendo un arco de circunferencia alrededor de un punto fijo 0, de modo que los 

A. 

Angulos descritos por las semrrectas OP sean iguales. Es decir, 0 = POP no depen de de P. 


B 


A 


fi- 


o 

Fig. A. 46 
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Teorema 2: Toda rotacidn es una isometria. 

Demostracidn: Sea AB un segmento y A’ B‘ su correspondents en la rotaddn de Angulo 

8 . 

Como AOA' - BOB' - 8 si a - AGB, P - BOA', a' - A'O B 1 (ver figura), entonces 
a +p ■ p + a'« 8 dan a » a'. 

El teorema resulta de comparer los tri$nguios OAB y OA' B'. 


Teorema 3.- Toda isometria queda determinada por los correspondientes de 
tres puntos no alineados: 

Sean A,B y C tres puntos no alineados y A", B', C' sus correspondientes. Si P es un 
punto cualquiera del piano distinto de A, B y C, entonces A' P e AP, BAP = B'A'P y 

A a 

PAC = P’A'C' determinan una sola posicidn posible del punto P': 



Podemos verlo tambi£n de esta manera: 
A,B y C respectivamente, y pasan por P 
circunferencias (iporqu$?) de radios iguales 
cortan en un solo punto (^porque?). 



tres crcunferendas que tengan centres en 
se transforman por la isometria en tres 
a las anteriores. Estas crcunferendas se 
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Definition: Si T es una transformaddn, todo punto P, tal qua T(P) - P se Hama punto 
fijo o invariante. 

Ejempto: El cenlro 0 de una homotecia da razOn diferente da 1 as el unico punto fijo 
an esa transfermad6n. 

Las traslaciones no tienen punto fijo. 

Corolario del Teorema 3: Si una isometria deja fijos tres puntos no alineados, eila 
es la identidad. 

DemostraciOn: Sean A,B y C tres puntos no alineados. Por hipdtesis, si T es la 
isometria: T(A) = A, T(B) = B y T(C) = C. 

La identidad I deja fijo a todo punto del piano, an particular; 

1(A)-A. 1(B)-B, 1(C) -C 

Por el teorema anterior T ■ I. 

Reflexiones: Dada una recta an un piano, la transformaddn que envfa cada punto al 
punto simOtrico con respecto de la recta se llama reflexion, La indcaremos R 1 . 



AH 2 HA’ 

BKsB’K 

AA’ll 

BB’i * 


Fig. A,46 
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i,Es la reflexion una isometrfa?. Demuestre trazando AL l BB‘ y A' L* i BB\ deduciendo 
AL= A’L’ y ABL e A* B' L\ 

La reflexion en una recta 6 deja invariados a los puntos delEs dear, cada punto de 
Jt es un punto fijo. Podemos demostrar el: 

Teorema 4.- Si una isometrla tiene m$s de un punto fijo, o ella es la identidad o bien es 
una reflexion. 



Fig. A. 49 

Si una isometrla tiene mds de un punto invariante, sean A y B dos tales puntos y sea Jt 
la recta por ellos determinada. 

Es decir A' = A y B' = B. 

Sea P un punto cualquiera que no estO sobre Jt. Si P - P hay Ires puntos fijos no 

alineados y la transformation es la identidad. 

Si para todo punto P e Jt es P * P, al ser AP = AP‘ y BP s BP' los puntos A y B 

pertenecen a la mediatriz del segmento PP' por lo que P‘ es el simdtrico de P respecto de la 
recta Jt. Como esta demostratidn vale para todo punto P del piano con exception de los 
puntos de it y para los puntos de Jt se demuestra sin dificultad que P - P (HOgalol) la 
transformation es una reflexion. 


Semigiro: es un giro o rotation en 180°. 
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Fig, A. 50 

Ya hemos encontrado esta transformacidn como una homotecia de razdn -1, tambifri 
llamada simetrfa central. 


Producto de Transformaciones. 

La aplicacidn repetida de dos transformaciones T 1 ,T 2 se llama producto y se indica 
T 2 T, si aplicamos primero T, y luego T 2 . Indicaremos P' - T^P), p- =T 2 (P')» t 2 T^P). 


El producto de transformaciones no es siempre conmutativo, por ejemplo, si tomamos 
refiexiones en dos rectas paralelas < y m, si AB es el vector indicado en la figura, vale el; 




sm 




i 

Fig. A. 51 

Tecrema 5. Si R 1 y R m son refiexiones en rectas paralelas R 1 R m es una traslaadn en 


el vector AB. 
Demu^stre. 



A 


6 


A6 = 2 CD 


Fig. A. 52 



















247 


R m R 1 es la trasiacidn en el vector opuesto. Luego R 1 R™ * R m R l , 

<*r\, i- 

f ? _ _ p' 

" A 

Fig. A. 53 

Puede verificarse fddlmente que; 

a) El producto de dos rotaciones de igual cenlro es otra rotaddn. Ilustre los casos en 
c|ue los dngulos son del mismo signo 6 de signo dferente. 

b) El producto de dos traslaciones es otra trasladdn en el vector suma de los vectores 
de las traslaciones dadas. (Suma vectorial). 




Fig. A. 54 

Usamos pa comodidad la palabra vecta, para indicar a los segmentos drigidos AB, 
CD, PP, PP". etc. 

c) El producto de dos semigiros es la identidad, 
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Grupos. El conjunto cte todas las transformadones forma un grupo cuya opereddn as 
el producto o aplicacidn repetida. Es grupo porque: 

i) T 2 T, es una transformaddn. El producto es asodativo. La asodatividad del 

product© es natural, ya que el producto es la funddn compuesta de dos fundones 
biyectivas del piano sobre si mismo. 

ii) Exists un elemento neutro: la apiicaddn iddntica I ted que T I * I T * T para toda 
transformaddn T. 

iii) Para toda transformaddn T existe la transformaddn inversa o funddn inversa T _1 
talque T' 1 !**!!' 1 *!. 

La existencia de la invert la estaUedmos a! postular que todas las transformadones 
de que nos ocupamos son biyectivas. 

Podemos demostrar que las colineadones forman gupo (^cdrno?). Podemos 
demostrar que las semejanzas forman gupo y tambidn que las isometrfas forman grupo. 
Las isometrias son subarupo del gpupo de las semejanzas y dstas son subgupo del de las 
colineadones. Hay colineadones que no son semejanzas, las transformadones afines que 
no conservan la congruenda de segmentos. Ellas deforman las figures transformando 
drculos en elipses, es deer, ensanchando algunas longitudes y contrayendo otras 
(deformadones elasticas). 

Ejercido: Encuentre cuAles entre las siguientes transformadones forman gupo: 

a) rotadones de centro 0. 

b) reftexiones en rectas paraielas. 

c) homotedas de centro 0. 
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Teorema 6. El producto de dos reflexiones en dos rectas de un haz es una rotadOn an un 
Angulo doble del Angulo formado por las rectas. 

Sea P un punto cualquiera, debemos demostrar que si S es la rotacidn de Angulo 20 
entonces S(P) = R m R^P). 



Fig. A. 55 

Demostracidn . Sea P' - R*(P) y P"« R m (P). Entonces P" - R m R*(P). 

Una P, P‘ y P H con 0. <j,C6mo son los triAngulos POP , POP"?. 

Los Angulos a y p de la figura tienen suma igual a 6. 

Si S es la rotacidn de Angulo 20, entonces S(P) = R”' R*(P). 

Teorema 7. El producto de dos semigiros de centros diferentes 0 1 y 0j es una trasladdn 


en el vector 2 0, 0 2 . 
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Probarlo estableciendo que AA" B” B es un paralelogramo. 



Una isometrla cualquiera £pod£ obtenerse como producto de transfer maciones de los 
tipos ya estucSados?. 

Como sabemos que los correspondientes de Ires puntos no alineados cualesquiera 
determinan a la isometrla, bastard demostrar que estos puntos no alineados A.B.C se 
transforman en A', B’ y C' por un producto de transformaciones de los tipos ya estudiados. 

Teorema fl. Toda isometrla puede obtenerse como producto de a lo sumo tres reflexiones. 



Fig. A. 58 
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Unamos A con A’ y sea t la perpendicular a AA’ por el punto medio. Si indcamos R f 
la reflexion respecto de £, R*(A) - A'. 

Si R f (B) - B‘ pasamos a considerar el punto C. 

Si R £ (B) * B'. uniendo B 1 con B' trazamos la perpendcular por el punto medo de 
B 1 B\ (Hemos designado B 1 * R*(B)). Si llamamos m aesa perpendcular, ella pasa por A', 
ya que por ser resultados de isometrfas los segmentos A' B* y A' B' son congruentes, o sea 
A‘ B‘ = AB, A' B* = AB, luego A' B' = A' B*. el tridngulo B 1 A' B 1 es isosceles y la 
perpendicular por A’ pasa entonces por el punto medo de B 1 B\ 

Si C" * C\ como debe ser A' C" = A' C = AC y C" B' = C' B* = CB, entonces el punto 

C“ es el sim&rico de C' respecto de la recta s determinada por A' y B‘. (Propiedad de la 
medatriz de C' C“). 

Como R 9 R m R*(A) - A’, R 9 R m R*(B) - B* y R s R m R*(C) - C’ (verificario) la isometrfa 
que transforma A.B.C en A' B' C es el products de estas tres reflexiones. 

Corolario. Toda isometrfa es equivalente a uno de los tipos siguientes: 

a) traslacidn 

b) reflexion 

c) rotaciOn 

d) traslaciOn + reflexion 

e) rotaciOn + reflexion. 

Los casos (d) y (c) son consecuencia drecta del teorema anterior, de la reflexion 
rectas paralelas y del Teorema 6. 
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Hay s6lo dos maneras de cSsponer tres puntos en el piano, es decir, dos sentidos posibles 


de giro. 



Cuando aplicamos una transformaddn, los puntos A', B‘ y C ccrrespondientes de A, B 
y C pueden ester cfispuestos con sentido de giro igual 6 invertido. 

Las trasladones, rotadones y homotedas conservan el sentido de <pro de cualcpjier 
tr&ngulo, eilas se llaman transformaciones directas 



Fig. A.60 

Las reflexiones, en cambio, invierten el sentido de la rotaddn de los vertices. 
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A estas Iransformadones las llamaremos opuestas para no usar la palabra 
inversa, que hemos ya encontrado con otro sentido (T 1 ). 

Las Iransformaciones directas forman grupo, pues el producto de dos tales 
transformaciones es una transformacidn cSrecta. Las Iransformadones opuestas no forman 
gupo. iPorqu^?. 

El sentido de recorrido de un circulo es conservado en las transformadones drectas, 
no ad en las opuestas: 




Fig. A.62 


Ejercicios: 

1) Probar que una homotecia transforma cfrculos en drculos. Dos casos: centro en 0 y 
centro diferente de 0. 

2) Probar que las homotecias transforman toda recta que no pasa por 0 en una recta 
paralela 

3) Encontrar los centros de las homotedas que transforman el circulo Cj en el circulo 
C 2 : 
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Fig. A.63 

4) Prober que si dos crcunferendas son homotGticas, las tangentes en puntos 
correspondientes son paraldas. 



e 


< 


Fig. A.64 

a) Si A,B y C pasan en A', B\ C’ situados a cSstancia doble del punto 0. sucede 
con las distancias AB y A' B'? ^Cdmo son los tri$ngulos ABC y A' B' C'? iPcrqu#?. 

b) iCdmo son las rectas AB y A‘ B‘?. iPorqud?. 

6) Sea i una recta del piano. Si cada punto P pasa en su sim$trico P respecto de 
cBbuje la imagen de los conjuntos: 
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Fig. A. 65 


a) Si esta transformacidn se incfica R. ^QuA es R 2 ?. 

b) Si Jt y m son dos rectas perpencBculares y R* , Ff 1 las reflexiones respecto de 
ellas iCdmo estAn situados cada punto P del piano y su correspondiente P" - R” 1 R ! (P)?. 

7) Dados dos puntos A y B, hallar el conjunto de los puntos simAtricos de A respecto 
de todas las rectas que pasan por B. 



Fig. A.66 

8) Dados dos puntos A y B del mismo lado de la recta t encontrar el punto C de *, 
tal que AC y CB formen Angulos congruentes con las semirrectas en que C dvide a i, 

A 

! 6 
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9) Dado d triSngulo ABC, sean L.M y N los puntos medios de sus lados. 

a) Probar que los tri^ngulos AML y MBN y LNC se obtienen unos da otros por 
traslacidn. 

b) Sean Oi, O 2 y O 3 los circuncentros de estos triangulos y Q 1 , Q a y Qj.los incentros 
de los mismos. Probar que el triangulo 0! 0 j O 3 es congruente con d triangulo Q t Q 2 03 . 


r* 



Fig. A .68 


10 ) Dibuje una parte de la figura infinita que se obtiene aplicando al tridngulo ABC de 
la figure las traslaciones en un multiplo entero de AB m 6 s las Irasladones en un multiplo 
entero de AC: 



Fig. A. 69 

11 ) Dado un cfrculo C y un punto P sobre C iqu 6 figira es d lugar de los puntos 
medios de todas las cuerdas de C que pasan por P? ^Porque?. 
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Fig. A. 70 

12) Si H es el ortocenlro (punto de concurrencia de las alturas de un tri&ngulo) y 0 el 
circuncentro, L, M y N los puntos medios de los lados, D, E y F los pies de las alturas y X, Y, 
Z los puntos medios de los segmentos AH, BH y CH, probar que los nueve puntos 
L.M.N.D.E.F.X.Y.Z estan en una circunferencia, cuyo centro U es el punto medio del 
segmento OH. 

Esta circunferencia suele llamarse circunferencia de los nueve puntos. 


6 



Fig. A.71 

IndicaciOn: Pruebe que los nueve puntos son aplicados por una homotecia de 
centro H y razdn 2 sobre puntos del clrculo crcunscrito al tridngulo. 
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Punto L: Si P es el extremo dd dametro que une a B con 0, d tri&ngulo BPC es 
rectdngulo en C. Apticar para demostrar que AHCP es un paraldog'amo y use la propiedad 
de las dagonales. 

Punto E: Demuestre que RE = EH. 

Recuerde las propiedades de las homotecias para halier d centro dd clrculo de los 


nueve puntos. 
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